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Tensore energia impulso

* Come prima applicazione del teorema di Noether consideriamo l'invarianza della
Lagrangiana per traslazioni nello spazio tempo per il campo di Klein-Gordon

= 3(0"90,¢ — m*6¢|

* Le traslazioni sono elementi del gruppo di Poincare
* Si tratta di trasformazioni dello spazio tempo
* Una traslazione e definita come
T : x—x+a per le componenti ¥ — ¥ +a”

* Trasformazioni differenziabili
 Dipendono dai 4 parametri a”

* Per una traslazione infinitesima da (da” piccoli) i campi hanno una variazione

0
59(a) = Bo + 8a) — (a) m 9(a) + 0, 000" — $(a) = 6’0, —o = B,
. oL 6o .

o . S — — a a

La corrente di Noether & pertanto  j. 5(07) (Sa” T 00,0
* Nella diapositiva 197 abbiamo visto che 6L = 0, g o

. . o wﬁn)

Attenzione 4L non ¢ nulla 57
e In definitiva 0L = 8“3’/“/6@” sa’ = "), = 0"0,00,9¢
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Tensore energia impulso

 Infatti la lagrangiana e implicitamente una funzione della posizione
* La variazione indotta dalla traslazione e

Lz = L(¢px>,0,px>) 6L = 6a"0 L = gW8“(5a”£(x)

oL
oa”

* Uguagliando con l'analoga espressione trovata per la variazione dei campi (vedi
diapositiva precedente)
0"0,00,¢ = 0"g,, L x>

= 0"g, L

 Definiamo il tensore Energia-Impulso

per il campo di Klein Gordon T = 0,90,¢ — g, L(2>

* La conservazione della corrente & o'T,, =0
* Le “cariche” conservate sono le ;
componenti del 4-momento B, = Ty, d”r
* In particolare I'Hamiltoniana Vedi slide 179

H = PO = f T00d3r H = TOO = 80¢80¢—900£($) H = éé—ﬁ(ﬁﬂ)
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Tensore energia impulso

* Analizziamo anche le componenti v=1,3 del 4-momento
’ T, = 0,00, — g,,Lcx>

pv — f Ty d%r — f 900" bdPr — _ f oV odr

e Anche nel caso di P, come per H, alla fine avremo
bisogno di eliminare un contributo infinito

* Oppure adottiamo |'ordinamento normale P— — f . qugd?)r
* Sviluppiamo |'espressione

P = f SV : d3r——f oVo + oV & dir

* Osserviamo che PV = V}}g@ (Vo)o f 9.(¢d)d%r = f d dz, f " éd)dz, — 0
e Inoltre (qu)qb : (V) :

* Ovviamente le due espressioni conducono a risultati uguali solo se si
applicano gli operatori al vuoto |0>

e Otteniamo P — __f ¢v¢ ¢v¢ d3

* A questo punto si sostituiscono le rappresentazioni del campo e si trova,
come per I'Hamiltoniano
1
P = aja, d®
(27_(_)3 f P PP p
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Il campo scalare complesso

* Il campo di Klein-Gordon che abbiamo fino ad ora studiato
ha un solo grado di liberta

 Si utilizza per descrivere particelle neutre senza spin: bosoni neutri
* Particelle che coincidono con la propria antiparticella
* Per descrivere particelle cariche abbiamo bisogno di un campo complesso
* La carica va intesa in senso ampio
* E un numero quantico che distingue particelle e antiparticelle
* Non & necessariamente la carica elettrica
* Consideriamo due particelle di Klein-Gordon con la stessa massa
* La Lagrangiana di questo sistema é
Lz =30,00"¢ —ImP¢l + £0,0,0" ¢, — Im>¢3
* I campi ¢, e ¢, sono due gradi di liberta di un sistema
che ha bisogno di due componenti in uno spazio astratto
« Studiamo gli effetti dell'invarianza rispetto a rotazioni

in questo spazio 931' _ qgl COS O — 52 sin o

52’ = 51 sin a + 52 cos «
* Le trasformazioni dipendono da un parametro ( gruppo SO[2] )
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Il campo scalare complesso

 Consideriamo una rotazione infinitesima: a — da cosda ~ 1 sin da =~ b«
* La trasformazione dei campi diventa
. Pertanto le variazioni dei due campi sono
B - - 5 -
H = — b 561 = o — & = ~ubo D=4
by = Prda + ¢y 5y = ¢ — ¢y = Bibay (5¢2 _ 4
e Si tratta di una simmetria interna con un solo parametro oo
* La corrente di Noether é
Ng’j _ Z oL  o¢, 8LA (f;bl N (’MA (?bz
0(0,0,) b 9(0,01) 00 9(0,0,) b
= (0"1)(=¢2) + (9”2 ) NG = (06 )on — (9"41) s
* La carica conservata é confrontare con la
. . corrente dell’equazione di
— f Ngd?’r — f (52(51 — oy )d?’r Klein-Gordon
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Il campo scalare complesso

« E piu conveniente introdurre un campo complesso ¢
o= —in) o = (o +is)
 Ricordando lo sviluppo di un campo scalare reale
5 (x> = L 4k [EL
T e V2wt

* Troviamo il seguente sviluppo per il campo complesso

e—zk-az + a;z[ke—f—zk-a:]

-~ 1 Pk
QT = (27‘_)3 m[ake—zk:c 4+ kae—Hk:c

* Gli operatori a e bf sono adesso indipendenti

— L — .~ - 1 ~ N
ay = %(“11( — 10y, ) ka = E(aifk - Zagk)

 Si puo verificare che gli operatori di creazione e distruzione introdotti hanno
le seguenti regole di commutazione

la,a) | = (2r)?6(k - k') b b | = (2m)* 6 (k — k')

e Tutte le altre regole di commutazione sono nulle

Interazioni Elettrodeboli - Francesco Ragusa 205



Il campo scalare complesso

 Si puo verificare facilmente che nel piano complesso la trasformazione
che abbiamo introdotto precedentemente diventa

P = e ¢ = (1—iba)g 8¢ = —ibad 6ot = ibag!
* La trasformazione in oggetto prende il nome di trasformazione di fase
(gruppo U[1]) o trasformazione di gauge globale (la fase non dipende da )
* La Lagrangiana per il campo complesso & L=20,010"p —m*¢T¢
* Ripetiamo il calcolo precedente utilizzando il campo complesso
* La corrente di Noether

Gu _ 0L 6¢y _  OL 8 oL 66
2 e a0 e (5,06

= (9"9)(io") + (00" )(~io) Nj =i[(9"¢)o" —(9"0" ) o]

e La carica conservata e confrontare con la corrente

dell’'equazione di Klein-Gordon
Q= [ W =i [o01 - 6t0|d
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Il campo scalare complesso

 Utilizzando le espansioni integrali si possono calcolare
* L'Hamiltoniano 1

o= &’k [ala, + blby |w
(27r)3f [ el + b

 L'operatore Carica

_ 1 S
Q=g J #¥lala -]

 In entrambi i calcoli si sono trascurati i termini che danno contributo infinito
(equivalente a imporre prodotti normali)

* Entrambi gli operatori (H e Q) si possono esprimere in funzione di due
operatori numero relativi a due differenti tipi di quanti

o= ajae T = bl

* Entrambi gli operatori numero (n* e n~) hanno autovalori non negativi
* L'Hamiltoniano contiene la somma di questi operatori

* L'Hamiltoniano & definito positivo

* Si é eliminato il problema delle energie negative
* L'operatore Carica ¢ la differenza dei due operatori

* I due quanti contribuiscono con segno opposto alla carica

* Hanno carica opposta (sono uno antiparticella dell'altro)
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Il campo scalare complesso

lafa, —blb,a, | = |alay,a, | = af [a,a, ] + |al, ay |a = =6y, 0 |ax = —(27)°6(k — p)
* Pertanto + E analogamente ...
ala, — blb,a, | = —(27)°6(k — p)a, ala, — bb,al | = @m)6(k —p)a)
ala, — bbb, | = 276 (k — )b, ala, — bbb | = —(27)°6 (k — p)b,
* Inserendo nella relazione di partenza

* Analizziamo un po’ meglio I'effetto degli operatori a e b
* Per un generico operatore di creazione o distruzione o,

1 A
0]~ s [kl ey

* Per i vari operatori di creazione e distruzione si ha

Qa|=-a [0d]=qd Qb= [Q8]=-H
* Gli operatori a e b diminuiscono di 1 la carica
* L'operatore a distrugge una particella, I'operatore b’ crea un'antiparticella
* Gli operatori a' e b aumentano di 1 la carica

* L'operatore a' crea una particella, I'operatore b distrugge un'antiparticella

Interazioni Elettrodeboli - Francesco Ragusa 208



Il campo scalare complesso

 Gli stati del campo complesso si costruiscono come nel caso del campo reale

* Adesso pero ci sono due tipi di particelle indipendenti
p,+) = al10)
p,—) = b [0)

e Particelle “Positive”

* Particelle "Negative”

* Analogamente si costruiscono stati con un numero arbitrario

di quanti dei due tipi

* Data la forma degli operatori Q e H e immediato

verificare che |'operatore @ é conservato

Q =

QH|=

* In assenza di interazioni si puo facilmente verificare che il numero di
antiparticelle e il numero di particelle si conservano separatamente
* Si puo inoltre verificare che per i campi ¢ e ¢’ valgono regole di
commutazione con @ simili a quelle degli operatori di creazione e distruzione

Q9] =—¢

* Si puo dimostrare che

Q9'] =

* Definiamo (tramite sviluppo in serie) |'operatore

QBT

—~

Ula) = eid
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Quantizzazione del Campo di Dirac

* La quantizzazione del campo di Dirac v si effettua in modo del tutto analogo
alla quantizzazione del campo di Klein-Gordon

» Seguendo il nostro approccio per il campo di K&
* Si sviluppa il campo nei modi normali
» Si promuovono i coefficienti dello sviluppo a operatori
 Si impongono le regole di commutazione
* Alternativamente si puo seguire il metodo canonico
 Si scrive la Lagrangiana del campo di Dirac
* Si individuano i momenti coniugati ai campi
 Si impongo le relazioni di commutazioni fra campi e momenti coniugati

* Anticipiamo che la differenza fondamentale sta nel fatto che nelle regole di
commutazione ai commutatori [A,B] si sostituiscono gli anticommutatori {A,B}

* La necessita degli anticommutatori puo essere motivata alternativamente

* Dal principio di esclusione di Pauli che richiede |'antisimmetria degli stati
fermionici costruiti con gli operatori di creazione e distruzione

* Dalla necessita che I'Hamiltoniana sia definita positiva
* Entrambe le impostazioni derivano da motivazioni fisiche
* Vale la pena approfondire entrambi gli aspetti
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Lagrangiana del campo di Dirac

* La Lagrangiana del campo di Dirac é
* Notiamo che non contiene i campi 3,11

* L'equazione di Dirac segue semplicemente applicando |5 _ 9L oL

le equazioni di Eulero Lagrange ai campi ¢ e f
* Variando i campi vt
oL oL
) — 0=~%(i —
B(0,0) o 7 (# = m)

 Alternativamente, variando i campi
oc oL

. 8(8u¢n> O,

Y (idd —m) = 0

0 = (9#7@7“ = —ma) %(Z@—Fm):()

" o(0,4) Y

* L'asimmetria fra ¢ e ¢’ deriva dal fatto che piu Lagrangiane sono possibili

- Ad esempio £, = L= [ (i) — m)v] = [¢ (ir"0,0 — mip)] = (770,80 — m )b

(TAv)" = (WAv)| = (=0, " — mi )y

L = —%(25 + m)¢

 Tuttavia si puo dimostrare che le azioni corrispondenti differiscono per
I'integrale di una 4-divergenza che si puo rendere nullo all'infinito

* Pertanto conducono alle stesse equazioni
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Hamiltoniana del campo di Dirac

 Possiamo a questo punto calcolare i momenti coniugati di

* I momenti coniugati di ¥ sono nulli per
I'asimmetria fra ¢ e 1 nella Lagrangiana

_ 0L g0 F 00
TS Bay U S =W

 L'Hamiltoniana & pertanto
H=m0gp — L = iloy — (i —m)w = i1 00y — 1" (i"0, —m )y

- W[izvkak - m]w — 4t (—ia- T+ 2'm)y | M=yl (i ¥+ mB)y
k=1,3

* Dal momento che 1 soddisfa I'equazione di Dirac (—ia-V + mf) = idyy

* Abbiamo una utile espressione alternativa per I'Hamiltoniana H = 1101
* Si potrebbe calcolare il momento del campo calcolando il tensore T»

* Diamo i due risultati (il calcolo puo essere un esercizio)

H = f d3riTi0 g1 P = f Pyt (—iV )
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Espansione del campo di Dirac

* L'espansione del campo di Dirac in onde piane si puo fare allo stesso modo di
quanto fatto per il campo scalare

d’k . - .
(T) = @ g e FT bl et
w f Z (27T )3 2Ek k, k, k,o k, )

* Conviene definire delle funznom con ben definite proprieta di ortogonalita

/u’k;O'e_Zk.x ?}k,0_6+2k'x

(27 ) 2By o = on ) 2k

 Si possono verificare le relazioni di ortogonalita
f # @ fo o ad>d’r = 6, by f gl @ gy, @At = 8, by

ﬁgazz

ffljo_(x)gk,g,(x)d?’r:O fng(U(:E)fk,J,(az)d?’r:O

e Il campo diventa (x> = f Z d?’k(fk,g@k,a + gk,aglj,g>

o=x=s

* Utilizzando queste relazioni si puo facilmente invertire I'espansione

:f fly corvp o> dir ngo—:f Gy x> x> dPr
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Quantizzazione del campo di Dirac

* Possiamo adesso discutere la quantizzazione del campo di Dirac
* Seguendo il nostro approccio iniziale promuoviamo le funzioni a,, e b, a
operatori in uno spazio astratto e fissiamo le regole di anti-commutazione

{akg,al } = @) 6,800 {bo. bl } = (21) 6,600 tutte le altre nulle

» Con questi operatori si possono costruire gli stati con n particelle nello spazio

di Fock
ki01,...k,0,) = 2By, ..2E al, ...a} , |0)

* Una analoga espressione si puo scrivere con gli operatori bf (antiparticelle)

* Le regole di anti-commutazione fra gli operatori a e b assicurano che gli stati

hanno la corretta antisimmetria rispetto alle permutazioni di due particelle
‘klal, k.o.... k.o, k,o > :I:‘klal, ko, ko k0 >

° A °9 ]9
* Il segno € + o — per permutazioni pari o dispari r'ispe'r'rlvamente

* Nel seguito sara utile trattare separa‘ramente Ie due componenti di un campo
* La componente a energia positiva f Z fieo (2)ay ,d°k

* La componente a energia negativa @N( ) = f Z G, (2 bT &’k
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Quantizzazione del campo di Dirac

» Studiamo |'effetto del campo (x) sul vuoto
-~ d°k . ~ .
Qp(x) p— f Z . (ak’auk,aezk-x + b}iavk’aeJrzk-:L‘)
o—is (27) 2B,
* In par‘ricolare I'effetto di ()

f Z d k (@T ullger'x ‘0> + I;k’gv;ae_"k"r

o*:l:s

f Z akauka o tikw ‘0>

aj:s

0))

* Notiamo che a[_|0) & uno sfa'ro d| una particella di momento k
* Pertanto 1 \0>e la sovrapposizione di infiniti stati con infiniti valori di k

» Effettuiamo |'analisi dello stato come nel caso di Klein-Gordon (diapositiva 169 )
e T due stati sono

poa) = \2Byal, |0)  @to)! = (ofv = [ Y ol

e Otteniamo o= iS

d3k,/2E d3k4/2E U e
pa p,a f E , 0‘ y auk o e ;r)p O> f E : £ <0‘ 6I’\k,aa;r)p ‘ 0>
o= :i:s o=xd=s \/ Ek
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Quantizzazione del campo di Dirac

3 —ik-
dlp.pa)= [ deV?E s 0]a, 0l |0
o=x=%s aY, Ek

. 3
{aka’al;r’o'} - (27T) 600’ kk’

* Ricordiamo

e Otteniamo

f Zd?’k\/ﬁuka -

papa < ‘aT a’\k,o' ( ) 6kp6pa‘ >

3 ik
— f Z Yo \/E(QW) 36,6 =u e "
La (o 2B, p<p pp
e Ancora una volta abbiamo trovato una soluzione dell'equazione di Dirac
* Onda piana di una particella localizzata in x
* Analogamente si dimostra che () produce uno stato di antiparticella
* Con un calcolo simile al precedente si puo dimostrare che

b 12‘0> =y "7

pbp

(p, p,
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Quantizzazione del campo di Dirac

* Analogamente si dimostra che v)(x) produce uno stato di antiparticella

= [ 3 e )

0> + 5kTovk Ue”’”

o= :I:s
P, Pa 2Ep pp p, pyb 2Ep pp
e Otteniamo
R d3k?} +zkx /2E
(0.:0[9]0) = /28, (0], [ 0) = f 2 i (Ol his [0)
o=x=s k
* Ricordiamo {bosb), b = (2m)% 6, 5kk
e Otteniamo

pvpa

3 +ik-z
f Zd kvk e 1/2E <0‘5kT 5 (27T . p0‘0>
o=x=%s \/ k

3 +ik-x
f Zd kvk e 1/2E ( ) 5kp5p pper.x
o=x=s \/ k
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Quantizzazione del campo di Dirac

* Verifichiamo le regole di anticommutazione (a tempi uguali t = ¢’ )
{0.(2).0, (&)} {ella) (e} {0 (o) ()]
* Abbiamo indicato la commutazione delle singole componenti
* I campi v hanno 4 componenti
* Dal momento che gli operatori a e b anti-commutano fra di loro avremo

{0, ()0}, (")} = { W (2) 000 ()} + {0y, (), 0) (2")]

e Cominciamo con le componenti a energia positiva

) | S (e o,
AT,(,/} = (27)° 8,030

— (2n f > A, (2) A () {Gar

| . . Ricordiamo ¢t = ¢
= d3k€+ik.(r_r/) - ,u’ko'nuliam
(z,ﬂ )3 f 2F, Z;

* Analogamente per le componenh a ener'gla nega‘rlva

N N d3k —ik(r—r’
) R
k
f dgk +1k r r Z

—kan kom

by Z
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e Sommando i due pezzi

Quantizzazione del campo di Dirac
~ ~ / 1 ik-(r—r’ 1
{wn (CB),’QD;% (CE )} - 27‘{')3 f d3k€+ ( )E ;ukduid + zg:vkakaa ]nm

* Oltre alle relazioni di completezza gia studiate (diapositiva 82 ) ne esistono

altre N YA

g

t

* In conclusione otteniamo

(o) 8 (N = s [ e

{@n (x),@; (:1:’)} = (5nm6<r — r')
* Con una procedura simile si ottengono le altre relazioni

{9 (2),8, (+/)} = 0 {91 ()6, (')} = 0
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Hamiltoniana e regole di commutazione

* Veniamo adesso all'espressione dell'Hamiltoniana in funzione degli
operatori di creazione e distruzione

 E conveniente partire dalle relazioni

H— f Protidgy D = f > Ak feolis + mob, )

o==s
 Utilizzando |'espansione di 1) otteniamo

’Laow f Z dgk Ek’( k', /ak’ ’@ QZT (r) = f Z d3k<fl;[70&\11’0 + gllagk’a)

o'==+s o=x=s
* Introducendo nell’'Hamiltoniana

Y T\ ~
H = f d?’rwﬁ({)ol? f d’r dskdgk/<fkaaka+gkobk )Ek’(fk’ o' 0K o' — gk’,a’blj'ﬂ/)

0.0 —+s k /

* Eseguiamo l'integrazione sul volume
* Utilizziamo le relazioni di ortogonalita: sopravvivono solo due termini
—

H = f Z Prd*K'E, f Pr( £ ho ot i o Ooh o0 heob) ) |nel caso di Dirac c'é

00 —s solo una derivata 9,

_ f Z Pkd*k' By (af sy 8,80 — ol 16,0800 ) = f Zd3kEk(afgﬂakﬂ — bioby, )
o,0'=%s o=1s
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Hamiltoniana e regole di commutazione

- f > kB, (af 4, — b, )
o=1s

* Il termine relativo ai quanti a & gia sotto forma di un operatore numero

* Per mettere anche il secondo termine sotto forma di operatore numero
abbiamo bisogno di commutare i due operatori

* Se usassimo una regola di commutazione (trascuriamo il termine infinito)

—~

bk,(ﬁngp} =Cc— 51(,05110 =Cc+ ng,U(;k,U H = f Z dngk (ali,gak,a o gJ,UAk,a)

o=x=s

S

 L'Hamiltoniana non sarebbe definita positiva
e I quanti b contribuirebbero con energia negativa !

Al contrario, con una regola di anti-commutazione

{bk,0'7bl:[,0'} =Cc— bk,Ubk]L,U = C— ka,O'bk,O'? ﬁ — f Z dngk (&\li,aak,g + glj,agk,g)
o==s
* Questa volta anche i quanti b contribuiscono all'energia con segno positivo

* Adottare regole di anti-commutazione & necessario per avere
una Hamiltoniana definita positiva
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Invarianza di gauge globale

* Anche la Lagrangiana del campo di Dirac € invariante per trasformazioni di

fase costante: trasformazioni di gauge globali

L=1v¢(id—m)y b — = ey Wi — gt = etiagt

* Ovwiamente, se la fase é costante, la Lagrangiana é invariante

L= (i —m)y' =etY (i —m)e Y = e”ae_m@(i@ —m)yp =L

* Calcoliamo adesso la corrente che corrisponde a questa invarianza

* Per una trasformazione infinitesima

t
P = (1—iba)y &Y = —ibo) op = —ip Analogamente oyt = q)!
oa oa
* Ricordiamo |'espressione per la corrente di Noether
) ) f _
jﬂzz oL (o __oc ¢+ 82\/&& oL — iy
—~9(0,0,) 8 0(0,0)6a 90,4 Na 0(0,v)
_ _ oL 0
G T N i
J=yt (i) = Py 0(0,07)
» Abbiamo ritrovato la corrente di probabilita della teoria di Dirac
* E una corrente conservata
o, Jt =
I
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Invarianza di gauge globale

* Calcoliamo adesso la carica conservata associata alla conservazione della
corrente

@:fjodgr :f >y o dir :fW(:mw(x)d?’r

* Le espansioni dei campi sono

7:&(37) = f Z d3k<fk,aak,a + gk,al;\k]:o> @T (x> = f Z d3k/<f1j’70’ak1-’7g’ + glt/,a/gk/,ol)

o=x=s o'=+s

 Inserendo le due espressioni nella carica

Q = f drd'dey (£ ol + 0b b ) (eotes + by, )

* Utilizzando le proprieta di ortogonalita delle funzioni f e g sopravvivono
solo due termini

0= [ aad [ el honlin + oo,
O'O'/

@ — f dk’de(ali/,alak,aéaalékk' + Z/)\k’,g’gliaéxaa'(skk') — f dkz:(ali,aak,a + gkﬂng,U)
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Invarianza di gauge globale

0 = f Y (af ya, + beohl, )
* Vediamo che anche in questo caso Oi:er‘ trasformare il secondo operatore in un

operatore numero abbiamo bisogno di regole di commutazione
* Vediamo adesso |'effetto di avere utilizzato anticommutatori

(bt} = ¢ = b, = ¢~ b by O = f N dk(af iy, — b b, )
+s

e Con questa scelta le particelle e le antiparticelle hanno cariche opposte

* Nei due calcoli che abbiamo fatto ( Q e H ) abbiamo scartato il contributo
infinito che deriva dal commutatore

* Nel caso dei campi fermionici abbiamo pero cambiato anche il segno degli
operatori

* Dobbiamo precisare la definizione del prodotto normale nel caso di campi
fermionici

Il prodotto normale porta gli operatori di distruzione a destra e inserisce un
segho + 0 — a seconda del numero pari o dispari di permutazioni

oot . ot choot . 2t o
DAy = —Ay @y :haay 1= a0y
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Invarianza di gauge globale

* L'invarianza globale di gauge della Lagrangiana di Dirac porta alla corrente

conservata L=1 (Z-@ _ mw Gt =y
* L'aspetto importante, conseguenza dell'invarianza di gauge, é il fatto che i
campi appaiono nella forma —
j =90y

 Banalizzando, la presenza contemporanea di un campo hermitiano coniugato e
un campo normale assicura che compaia il prodotto della fase e della sua
complessa coniugata il cui prodotto e 1

* Meno banale: la presenza contemporanea di un campo hermitiano coniugato e un
campo “normale” assicura che la carica sia conservata

» I campi contengono operatori di creazione e distruzione: protoni e antiprotoni

o cn = f S k(R a0, + ol obe ) P 7
o Yl |9 v | Qv | v || @r
A ] - A
Wf“:f E K ( feolio T Grobi, ) a | al+1]=1] o0 o] o
o= t bt | 41 1 1 0
« L'applicazione della corrente a uno stato| ¢ + i Rl
induce una variazione di carica nulla b | a 1] -1 =1 +1] 0
AQ =0 b | b 0 |—-1|{+1|] 0] O
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Invarianza locale di gauge e QED

* Gli elettroni liberi sono descritti dalla Lagrangiana

= W0, — mypy

* Questa Lagrangiana é invariante per trasformazioni di gauge globali
" eruppe U ¥(z) - ¥'(x) = (o)

e L'invarianza si perde se o dipende da z (trasformazioni di gauge locali)

Y(z) = ¢'(z) = ¢ y(a)

e Infatti, se o e funzione di =

0,¢'(x) = 8, Wy(z) = €MD Y(x) + 1)

8 ()] ()
/

* Il termine aggiuntivo, dovuto al fatto che o dipende da z, distrugge
I'invarianza

* La Lagrangiana modificata &
L) = P(a)e e Oytd gz) + d(x)e eyt 0 alw) | d(z) — mi(a)e e Py(a)
£ = L, + 9(@)|in"0 o) | () non & invariante
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Invarianza locale di gauge e QED

* Si puo costruire una teoria in cui la Lagrangiana sia invariante per

trasformazioni di gauge locali
* Aggiungendo degli altri campi
* Modificando opportunamente |'operatore differenziale

* Partiamo dal secondo punto, la modifica dell'operatore differenziale

* Occorre compensare la derivata per la variazione del
 Derivata Covariante
* Aggiungiamo un termine “moltiplicazione per funzione”

gauge

all'operatore 9

LL

* A, serve per compensare il termine aggiuntivo
introdotto dalla trasformazione locale di fase

0, > D, =0, —ieA ()

* Perché questo avvenga & necessario che anche la funzione A (z) si trasformi
in un modo ben determinato se si opera una trasformazione di gauge locale

* Ricordiamo il termine aggiuntivo
L= L, + ¥(@)|iv"0 () | ()
° Per' Compensar‘lo AM N A/i _ AM + laua(x)
* Ricordiamo |'elettrodinamica classica !

* Nella prossima diapositiva si verifica che la Lagrangiana scritta utilizzando la
derivata covariante & invariante per le trasformazioni di gauge locali di v e A,
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Invarianza locale di gauge e QED

* Infatti la nuova Lagrangiana e

— Z@VMD/W - m%@b - MZ’YM (a,u - 7;614“ >¢ - quw
£ = iy 0,9 — mpp ety A, D
* Verifichiamo che la Lagrangiana scritta utilizzando la derivata

covariante & invariante per le trasformazioni di gauge locali di ¢ e 4,
* Abbiamo infatti visto nelle diapositive precedenti che

W0 — Wy b + Z’%“ 10 ,a(z) | = ipy"d 4 — %%3 a(z)

epy YA, — epyp(A, + - Lo (@) = epyiepA, eww d,a(x)
* I due termini agguum‘lvu “dovuti alle trasformazioni

di gauge di ¥ e A, si elidono

* Notiamo che il Termine aggiuntivo introdotto dalla derivata covariante D
* Garantisce l'invarianza di gauge
* Rappresenta l'interazione dell’'elettrone con un campo vettoriale (v.diap.246)
* La teoria viene completata introducendo il termine cinetico per il campo A4,

L
L, =—7F"E, F, = 0,4, —0,A,

* Il termine cinetico € la lagrangiana libera di una particella vettoriale
di spin 1 che ¢ il campo elettromagnetico (il fotone)

o
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Invarianza locale di gauge e QED

1 v
L, =-7F"E, F,, = 0,4, —8,4,

* Il termine cinetico per il campo vettoriale A, corrisponde al termine
cinetico dell'elettrone v"0 v

* Descrive |'evoluzione libera del campo 4,
* E la lagrangiana del campo elettromagnetico

 Si verifica facilmente che anche il nuovo termine cinetico possiede
I'invarianza di gauge
* In particolare F* & gia invariante
* Se il campo A, descrivesse una particella con massa m, la Lagrangiana
dovrebbe contenere anche il termine

£, =mA"A,

* Questo termine non sarebbe invariante rispetto alle trasformazioni di gauge
del campo A4,

 Per avere una teoria per campi vettoriali che possegga l'invarianza di gauge
locale occorre che il quanto del campo A, sia una particella senza massa
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