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Equazione di Klein-Gordon

* L'equazione non relativistica di Schradinger non é adeguata a descrivere
i risultati degli esperimenti quando I'energia cinetica € molto maggiore
della massa a riposo delle particelle

* Ricordiamo I'equazione di Schradinger

B, Y
_%vd)(rvt)_’[’haw(rat)

* Puo essere ricavata partendo dalla relazione

p2

2m

* Per ottenerla si fanno le seguenti sostituzioni operatoriali

0
EF — th— — —ih
7 57 p ihV

* Per giungere ad un'equazione relativistica si puo sequire lo stesso metodo
utilizzando grandezze e relazioni relativistiche (¢ = 1)

Il 4-vettore energia impulso p» = ( E, p)
* La relazione energia - impulso

2

p* =p'p, = E* —p* =m’
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Soluzioni dell’'equazione di Klein-Gordon

* Per semplicita da ora in poi poniamo /1 = c =1

 Sostituendo gli operatori nella relazione energia impulso otteniamo

I'equazione di Klein-Gordon

82

@gb—Vng—I—ngb:O

* Una soluzione di questa equazione & |9 = Ne Pz
« p=(E,p) e &= (tr) sono 4-vettori; p & un parametro

« Sostituendo otteniamo  —pi¢ + p*¢ + m?p = 0

* Perché |'equazione sia soddisfatta p deve soddisfare la condizione

p; =p° +m’

 Identifichiamo pertanto p con il 4-impulso della particella e quindi p, = £
* La soluzione & caratterizzata da 3 parametri indipendenti: p  p . p,

. . 2 .
* Notiamo inoltre che E = +Jp* + m* = £E,

* Ci sono pertanto due soluzioni

¢, = Ne

—zEthrz'p-r

E, sempre positivo

soluzione con energia positiva

¢ = Ne' ™'t soluzione con energia negativa
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Soluzioni dell’'equazione di Klein-Gordon

* Come nel caso dell'equazione di Schrddinger le soluzioni trovate sono
autofunzioni dell’'equazione che hanno uno spettro continuo

* Non sono normalizzabili

* Le soluzioni per problemi fisici si ottengono costruendo pacchetti d'onda

Pk - -

gb(r,t) _ f . {a(k)e—@Ekt—Hk-r 4 b(k)e—HEkt—l—zk-r}
—so (27) 2B,

» Sfruttando la simmetria dell'integrazione in k si pué cambiare il segno

della parte spaziale dell’'esponenziale del secondo termine dell'integrale
* Ricordiamo che y(k) € una funzione arbitraria (anche a(k) )
* Chiamiamo ancora b(k) la funzione b(—k)

+00 /_\
gb(r,t) — f d3k [a(k)eéEktJrzk-r 4 b(k)eJriEkt@k.r}

~ (27} \2E,

* Introduciamo il prodotto scalare quadridimensionale /-2 = E ¢t —k-r

qb(rat) - f ‘ ’k {a(k)e_ik‘x i b(k)e—i—z’k'x

~ (27) 2B,
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Corrente di probabilita (Schrodinger)

* Consideriamo |'equazione di Schrédinger e la sua complessa coniugata

oy 1, o1y
L V=0  —i—+—V% =0
Z ot * 2m v ot 2m v
* Moltiplichiamo a sinistra rispettivamente per ¢* e 1
w01 ., . 7 A R
e AR — 0 _ —
" 8t+2mwvw W ot +2m¢vw 0
» Sottraiamo le due equazioni
U, T/ R R SUY. 17 A RO
W 8t+2mwvw+w8t Qmwvw =0

* Elaborando

8 * 1 * * o 8 2 _2’ * o * o
i @)+ V(WY -9V ) =0 SgP + oV (4Ve - V) = 0

+ Definendo p=Ivf =V — V]
2m

. Otteniamo o VT =0 equazione di continuita

ot per la probabilita
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Corrente di probabilita (Schrodinger)

* Nel caso particolare delle soluzioni

e Otteniamo
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Corrente di probabilita (Klein-Gordon)

* Dobbiamo adesso verificare se le soluzioni dell'equazione di Klein-Gordon
consentono lo stesso tipo di interpretazione che si era sviluppato per le
soluzioni dell'equazione di Schradinger

* Procedendo in modo del tutto analogo a quanto fatto per
I'equazione di Schrédinger

be VZp + m2¢p =0 ﬁgb — V20" + m2" =0
. Mol'riplicglamo a sinistra per ¢* e ¢
¢ —5d—¢ Vo+tmipo=0 —¢ — ¢V +m’p ¢ =0
ot ot
e Sottraiamo . 0?2 2 )
¢ SZ® ¢ Ve ¢ ¢ + oV =0
* Si giunge a
{ x O O «
* Definizione di densita di probabilita p = Z[Cb P — P }
* Definizione di densita di corrente di probabilita
- Equazione di Continuita J=—i(¢'Vo — Vo
0
T4 +V-J=0
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Corrente di probabilita (Klein-Gordon)

* Ancora una volta, specializziamo alle soluzioni di onda piana ¢ = Ne 2
* Calcoliamo la densita di probabilita

p=il¢' o050

* Questa definizione porta alla prima inconsistenza
dell’'equazione di Klein-Gordon

* Per le soluzioni a energia positiva (ricordiamo che E, > 0 sempre)

¢, = Ne ‘Brttox p=|NPi(—iE, —iE,) =2|NFE, >0
* Per le soluzioni a energia negativa
¢_ = Nethrttmx p=|NPi(iE, + iE,)= —2|NFPE, <0

* Pertanto le soluzioni a energia negativa portano ad una probabilita negativa
* Priva di alcun senso fisico
* Le soluzioni non hanno quindi un'interpretazione fisica

* Notiamo che matematicamente la probabilita negativa € una conseguenza del
fatto che |'equazione di Klein-Gordon e di secondo grado nel tempo

* Torneremo in seguito su questo problema, al momento irrisolto
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Invarianza relativistica dell’'equazione di Klein-Gordon

* Un importante requisito delle equazioni relativistiche & la loro invarianza
relativistica

* Formalmente le equazioni relativistiche devono avere la stessa
forma in tutti i sistemi di riferimento inerziali

* Consideriamo l'equazione di Klein-Gordon (0, = 0/0z")

82
[W—Vg—l—mQ]gb—O (00, + m* )¢ =0

 Consideriamo un passaggio da un sistema inerziale K ad un sistema K’
tramite una trasformazione di Lorentz A

* Come si trasformano gli operatori di derivazione 0, e 97
* Come si trasforma la funzione ¢(z) ?
* La massa m € invariante ( & uno scalare in una trasformazione di Lorentz )
« Approfondiamo innanzitutto le proprieta delle trasformazioni di Lorentz
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Trasformazioni di Lorentz

* In una trasformazione di Lorentz (ad esempio un boost lungo l'asse z) le
componenti del 4-vettore tempo-posizione si trasformano secondo la legge

i 0 0
Y| v ’ ct' =yt —yBz Yy =y 33, vy =B 0 0)%
K Ky, o , , | _|=8 7 00|
/ ' =—yfet+jyr z =2 2171 0 0 1 0}f42
AN
. . . 3 0 0 0 1]f,3
* In forma matriciale e introducendo z* =(ct, r) = i

 Conviene esprimere il prodotto matriciale in forma tensoriale

i =N sottointesa la somma dell'indice contratto v

* Notare le posizioni degli indici ;. e v e i segni degli elementi della matrice
che corrisponde a questa disposizione degli indici

* Altre forme della matrice

v

99" =9, =9,

AU? AO% Aﬂg AO% A?O —A?l —A?Q —Asg
_ o Ay —Ay Ay A% v o Ay —A, A, A
A:W/ o g#aA E —Ay =AY A~y AR = g A;Ua Ny =2 —A% A%
7A30 7A31 *ASQ 7},\33 A._’;O _A.31 _A,?;Q _A.33
1 0 0 0 AO? 71}01 71}% 71}03 1 0 0 0
o 0 *1 O O 1% I/ (0] 7A0 Al AQ A3 ar 0 *1 0 0
Yo =10 0 -1 0 A# = 9uad ﬁA B CA2 A% A2, A% 9 =lo 0-1 0
0 0 0-1 : : : : 0 0 0-1
- —A% A% AL AY -
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Trasformazioni di Lorentz

* La proprieta che caratterizza una trasformazione di Lorentz é l'invarianza del

prodotto scalare . .
* Introducendo le coordinate nel sistema K’
xlu — A#VIV yl,u — A,uyyl/
* Si ottiene
gty = gty = g AT N 5P = (gL AP )3y = gusa®y”

* In conclusione G NN s = s in t{or‘ma T"‘r'c'“'e ATGA — G

A 9, A 5 = 9,45

7 7 Qo
* Moltiplicando ambo i membri per ¢° e sommando su 3 si ottiene
A A =1

g UA'ua-Ayﬁgﬁa — ga[)’gﬁa — 6(1'0 A¥ g I/AV gﬁa = 8y~ o __ o
p adp 1€ a AH&AM =6,

A% A% A% A% A% =A% —A% —A%
ATV, =87 v ] ae| T e
s Ny A% A A AT AL AT, A
v —8 0 0~y 3 0 0 . . . .
» Esercizio: verificare che *8'3 7 ‘13 8 106’ 7 (13 8 _, |Osservazione: I'inversa si ottiene
i 6 oGle B dd con la sostituzione 5 — —f3
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Operatore di derivazione

* Verifichiamo le proprieta di trasformazione del 4-vettore 0,=0/0z"

» Si ha ovviamente o 0 oz°
ox'*  0x* oz'H

* Ricaviamo |'espressione di z in funzione di 2’

/ s AL i ‘ :
ot = Mgt Nt =0 AR g AP =8%aF = 2°

a a
& = A

* Pertanto

oz” N 0, , 0
ox'H - A’”L ox'H - A“ ox“

* Le componenti 0/0z" si trasformano come z, vale a dire in modo covariante

Do, (2220 (L2 y
ozt — TH \cot’0z’0y 0z) \cot’
* Analogamente abbiamo le componenti contravarianti
d 10 0 0
—=0! =|-=,— — = AV, —
o, [c ot’ V} Qxlt A ox,,
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Operatore di d'Alembert

 Introduciamo |'operatore di D'Alembert (o d'Alembertiano)

o 0

N=_—_ _~
ozt 3:1:“

= 8’“8#

 Eun operatore scalare
. E il prodotto scalare di un 4-vettore con se stesso
* Ha la stessa forma in tutti i sistemi di riferimento
* In forma esplicita (¢ = 1)

82
8“(‘9“ = W - V2

* Per finire scriviamo la corrente di probabilita dell'equazione di Klein-Gordon in
forma covariante

= il¢’o"e — (049" ) o] 9,4 =0
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Rapidita

* Un modo alternativo di rappresentare la trasformazione di Lorentz
si ottiene introducendo la rapidita ¢

 Infatti osservando la seguente proprieta di v e v
72 _,.)/262 — 72(1_)82):1

* Possiamo porre

3 = sinh& v =coshé (B = tanh¢

* Utilizzando la rapidita la trasformazione di Lorentz puo essere espressa

" cosh( —sinhé 0 0 B
2 —sinhé coshé 0 0 2!
e 0 0 1 0]f 22
23 0 0 0 1)f,3

» Che puo essere vista come una rotazione con un angolo immaginario

sinh & = —isin (&) cosh & = cos (&)
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Invarianza relativistica dell’'equazione di Klein-Gordon

e A questo punto abbiamo tutti gli ingredienti per discutere l'invarianza
relativistica dell'equazione di Klein-Gordon

* La funzione ¢(x) soddisfa I'equazione di Klein-Gordon nel sistema inerziale K

(3'“(% + m2)¢($) — 1

* Alla funzione ¢(x) corrispondera una funzione ¢'(x) nel sistema K’

* Se richiediamo che I'equazione di Klein-Gordon sia invariante per
trasformazioni di Lorentz dovra valere

(48!, + m2)¢' (z') = 0

e Dal momento che oo, e invariante e che m é invariante e necessario che

¢ (2') = o> Y

* La condizione sopra riportata definisce la funzione scalare ¢'(x)
* I punti = e 2/ rappresentano lo stesso punto nello spazio tempo
visto in due differenti sistemi inerziali
* La forma funzionale ¢’ puo essere differente da ¢
» Esempio ¢(x) = e~z /(o) = e ¥ ¥
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Equazione di Klein-Gordon: interpretazione

* Abbiamo visto che le soluzioni con energia negativa portano ad una
probabilita negativa che non ha senso fisico

* Dirac riusci a risolvere il problema del segno della probabilita
* Lo vedremo fra poco

* Potremmo tentare di utilizzare I'equazione di Klein-Gordon utilizzando solo le
soluzioni con energia positiva

* Ci sono comunque inconsistenze
» Ad esempio il Paradosso di Klein
* Presente anche nell’'equazione di Dirac

» Studiamo l'interazione di una particella con un campo elettrostatico
* L'interazione elettromagnetica viene introdotta tramite la sostituzione

O — OH + jgAH

* Per la componente temporale F — z’% E,=E—-qA"=E-U

* Per la componente spaziale p — —iV P=p-q¢A
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Il paradosso di Klein?

* Poniamo Up(zt)=cne | <= solo soluzione con E > 0

~ U)
* Consideriamo |'equazione di Klein-Gordon Ce~ "%
nel caso di un potenziale a barriera S :
AF — (AO,O) QAO _U BGZP'Z Dezk-z E
(50 w(z) = ~TAZ oy 2)  —
“) = dz? " ¢ regione I regione 11 5

* La funzione d'onda consiste di due parti
* a sinistra (I) un'onda incidente e una riflessa* sostituendo nell'equazione (U = 0)

Y (z) = Be®? 4 Ce P E? = p? + m?
* a destra (II) un'onda trasmessa * sostituendo nell'equazione (U = 0)
Yy (2> = De™? (E—U)2:k2+m2
* Pertanto a sinistra e a destra |'equazione é soddisfatta rispettivamente per
p=+VE2 —m? » deve essere p > 0 (B viaggia da sx a dx)
k= i\/ (E —-U )2 — m? * il segno di k deve essere determinato

* TLandau R. - Quantum Mechanics II-A second course in quantum mechanics 2" ed. pag. 213
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Il paradosso di Klein

» Imponendo la continuita di ¢ e di diy/dz a z = 0 si ottiene Bl — D
* Risolvendo in funzione di B

B — ipC = kD

p+k p+k
° Riepilogando wf () — Beip-z + Oe—z'p-z E2 — p2 + m?
Uy (2,t) = e P
i (2> = De™* (E-U) =1 +m?

* Le soluzioni normalizzabili si ottengono formando dei pacchetti d'onda

cI)(z,t)Zfg(f)\I!E(z,t)dgzfg(g)w(z)e—w(g)tdf regione I — £ =p

regione Il — £ = k

» Come ¢ noto, nel caso di pacchetti con una definizione del momento
molto netta (g(£) molto stretta) il pacchetto viaggia senza deformarsi
con velocita di gruppo

_ 0B
9_85

(Y
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Il paradosso di Klein

e Calcoliamo adesso le correnti e le densita
e La corrente & data da

1 9 8 NB: La normalizzazione di j &
¥= U V- —T quella di R. Landau e differisce
21m 0z 0z da quella di Aitchison & Hey

* Nelle due regioni otteniamo

ElDlz k reale
m

i = %UBF - |O|2) o —

0 k immaginario

* Analogamente la densita e data da

p = 1 W*[ig— U]\IJ — \p[z‘£+ U]\p*
2m ot ot
1 * * E-U 2 E-U 2
p—%[\ll (B-U)¥ -9 (-E+U)¥"| p=—"—"rcf¥f=—[y]
* Nelle due regioni abbiamo
E E-U
PI :EWIF Prr :TWH‘Z
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Il paradosso di Klein

« Siamo ora in grado di discutere il I/
fenomeno della collisione di una Ce P# .
particella con la barriera U _ " :
T . . . . -2 Detkz !
* B e |'ampiezza dell'onda incidente Be < .
* C e I'ampiezza dell'onda riflessa L
* D é I'ampiezza dell'onda trasmessa regione I ¢ regione II 2
N y 2\ — - : P inpe : D\~
it ==(I1BF =I1CF") = 5 — ir ji = =|B jr = —IC]
. , k
i =i = —|D|2
o p—k 2p
* Dalla diapositiva 19 abbiamo C =——B D=——8B
P g p+k p+k
* Calcoliamo i coefficienti di riflessione e di trasmissione
R_&_‘QQ_‘p—lﬁ 7_£_E‘22_E‘ 2p [ per kreale
i B p+k 4 plB plp+Ek zero altrimenti

* Queste formule sono sempre valide
* Interpretiamole al variare di U
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Il paradosso di Klein

* Vediamo quindi cosa succede per una U)

. . . —p-z
fissata energia E della particella al Ce™™
variare dell'altezza dell’'energia U E Dok

* Ricordiamo che ::> ‘

E? —m? regione I regione I1

p —
L :6_}\/ ( E—-U )2 —m? segno da determinare

* per U piccolo (0 < U< E —m)|k e reale

Y

* Si ha propagazione di un‘onda nella regione II oF 7
* Pertanto k deve essere positivo YT or E_U
* La velocita di gruppo e positiva
* La densita nella regione II é positiva E—-U 2
Pir = ‘@bﬂ‘

* Si ha un urto del tutto analogo
a quanto avveniva nella M. Q. . :
non relativistica R ="=|—— 7 = j—t = —
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Il paradosso di Klein

R/
Oe—zp-z
pezall L
regione I regione 11 z>

b= +(E-U) —m?
* Aumentando U (E-m < U < E + m)| k = ix diventa immaginario

* Non si ha propagazione di onda nella regione II

* La densita decresce esponenzialmente prp ~ e 1kl
* La densita puo diventare negativa ma & comunque piccola

- E ancora simile alla M. Q. non relativistica P = m WIII
G |p—k[ |p—isf Ji
73:_?“:‘_ :‘ ~l =1 T=2L_9
Ji P+ & P+ 1K J;

* Riflessione totale
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Il paradosso di Klein

/)
Oe—?,p'Z
Beip-z Deik-z E
regione I regione II | z>
k= i\/ ( E — U)2 —m2 Trasmette un numero
negativo di particelle

* Aumentando ancora U (U > E + m) k & di nuovo reale
* Si ha di nuovo propagazione di un'‘onda nella regione II

* Proibita in M.Q. non relativistica B - Ulw |2
N . n 11
* La densita e negativa m
* La velocita di gruppo & OF k
2 = —
(E-U) =k +m’ "9k E-U
* Per mantenere l'interpretazione di un'onda che viaggia
verso destra occorre scegliere k < 0

Riflette pit di quanto incide

2 : 2
T—];f—@|2_p — _ 4p|k|2<0
Ji plp+k (p—|k])

: 2
% p+k

{p+WI
p — |k
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Meccanica Quantistica e Relativitat

e Il principio di indeterminazione di Heisenberg impone una relazione fra
I'incertezza nella misura simultanea:

* Della posizione g di una particella
* Della sua quantita di moto p

AgAp > h/2

* Ciascuna delle due variabili puo essere misurata separatamente con precisione
arbitraria purché il tempo della misura sia abbastanza lungo

e Il Principio di Relativita ( ristretta ) richiede che il tempo e I'energia siano
entrambi la quarta componente di un quadrivettore

* Quadrivettore posizione B =l 5.8
* Quadrivettore energia/impulso p" = (E,p,,p,,p, )

* La covarianza relativistica impone che tempo ed energia siano trattati
analogamente alle componenti spaziali dei rispettivi 4-vettori

 Si introduce pertanto un ulteriore principio di indeterminazione
AEAt > h/2

« fLandau, Lifshitz, Berestetskii, Pitaevskii - Quantum Electrodynamics: Introduction (§ 1.)
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Meccanica Quantistica e Relativita

« Il significato di questa relazione € che

* L'energia di un sistema puo non essere esattamente definita se misurata o
considerata per intervalli di tempo troppo brevi

* Misure fatte in tempi molto brevi possono portare ad una
indeterminazione dell’'energia del sistema

* L'equivalenza fra massa ed energia introdotta da Einstein

2

E = mc

implica che l'indeterminazione dell’'energia possa manifestarsi con I'apparizione
di nuove particelle, sebbene per periodi di tempo brevi (stati virtuali)

* Inoltre I'energia stessa delle particelle puo trasformarsi in nuove particelle
* La teoria non ha pit un numero costante di particelle

* Il paradosso di Klein ha inoltre mostrato che il tentativo di “localizzare” una
particella con una barriera di potenziale porta all'apparizione di contraddizioni

* Non ¢ possibile tentare di localizzare una particella con precisione arbitraria
* Il significato di una funzione delle coordinate va rivisto

* Per finire lo spazio e il tempo devono essere trattati allo stesso modo
* Anche r = (z, y, z), come t, diventano parametri e non variabili dinamiche
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