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Equazione dell'onda

e Scriviamo adesso |'equazione di propagazione dei campi E e B dopo che I'onda
e stata generata
e Utilizziamo le equazioni di Maxwell nel vuoto con p =0e J =0

0B OE
V-E=0 V-B=0 VXE=—— VxB =
ot ot
e Si tratta di un sistema di equazioni differenziali accoppiate ol
e Per disaccoppiare i campi E e B calcoliamo il rotore delle ultime due

equazioni
e Utilizziamo I'identita (diapositiva 82) V x(VxV)=V(V-V)-V?V
o Applichiamola alla terza equazione

Vx(VxE)=V(V.-E)-VE =-VE = g B _ OVXB
ot ot
e Utilizziamo la quarta equazione

0V x B 1 O°E
—VE = ——— > VE = —
. ot ¢* Ot
e E una forma compatta per indicare le tre equazioni
2 O*E 2
ve, =905 gp o175 g o L%
c* Ot Yooe? ot ©¢F ot

Elettromagnetismo - Prof. Francesco Ragusa 378



Equazione dell'onda

e Si puo dimostrare che anche le componenti B,, B,, B, del campo magnetico
soddisfano la stessa equazione del campo E ,
v L0
c? Ot?
e Inoltre verificheremo in seguito che anche il potenziale vettore A e il
potenziale scalare ¢ soddisfano la stessa equazione dell'onda

e Da un punto di vista matematico si tratta di una equazione differenziale alle
derivate parziali di tipo iperbolico )
0y 1 Of
Vii—555=0
c® Ot
e Per risolverla occorre definire le condizioni iniziali

fro)=n(sy

e Ad esempio nel caso unidimensionale

r N

] 0
2 2

0°f 1 ’f 0 T

ox: 2ot
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Soluzioni dell'equazione dell'onda

e Le equazioni trovate sono una generalizzazione a tre dimensioni dell'equazione
dell'onda in una dimensione
Of(wt) 10°f(=t) 1 O°f(r,t)

— —> Vf(rt) =
O’ ¢ Ot? ¢ Ot
e Com'é noto nel caso unidimensionale la soluzione generale &

f(x,t) = u(x — ct) + v(x + ct)  w,v sono funzioni continue con derivata continua

e Naturalmente la funzione E, = —p,cKR(z—ct) soddisfa  fir
il nostro problema della corrente superficiale infinita 1
e Per correnti parallele ai piani z—y e x—z le soluzioni t
avrebbero potuto essere T

E, = —pcKR (2 — ct) E, = —pcKR, (y —ct)

e La caratteristica saliente di queste soluzioni & che il campo & costante sui
piani perpendicolari alla direzione di propagazione

e Ad esempio

e Nel caso in cui la direzione
di propagazione sia arbitraria

E é costante in ogni punto del piano

~

e -k e .-r—c —-k-r—ct NB: non tutte le soluzioni sono onde piane
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Soluzioni dell'equazione dell'onda o

e Cerchiamo le soluzioni dell'equazione dell'onda uni- 2 f( z, t) 1 02 f( zz:,t)
dimensionale utilizzando la trasformata di Fourier > = = >
e La trasformata di Fourier é definita come dx C ot

= [ fa)ede fla) = f FR)er

e Applicando le formule precedenti alla funzione di due variabili f(z,t)

+o0 o0
Fet) = [ fat)e "da f(z,4) = 2% f F(k, )" dk

o0

e Calcoliamo le derivate di f(x.t)

2 +o0 2 +o0 2 (I
8 f($,t) — if _kQF(kjﬂeﬂ'k;rdk ia—f(ﬂ?,t) — if laF—Me-&-Ufavdlc
oz’ 21 J c? Ot? 2rJ o & Ot

e Introduciamo nell'equazione

2 2 o0 2 .
/TR T NPy e P )

Oz? ¢ Ot 27 ¢ Ot
e L'integrando deve essere identicamente nullo
2 1( 1
1ok F(.A’t) + K*F(k,t) =0
¢ ot
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Soluzioni dell'equazione dell'onda o

e Abbiamo pertanto ricondotto il problema alla ricerca della soluzione di
un'equazione differenziale ordinaria (oscillatore armonico)

2 »
PR g s
e Per ogni valore di k la soluzione &
F(}\j’ t) — U(k)ef?'_ut + V(k)e+iLb't

e Rimandiamo la discussione delle "costanti" U(k) e V(k) che
dipendono dalle condizioni iniziali
e Inserendo nell'espressione per f(x,t)

f(:l? t) ifﬂc[U(k) it V(/C)eﬂﬁ]eﬂl‘mdk

33 t if —z ot +ikz + V(]v) +iw 'Hﬂﬁr}dk
271
1

_ 1 - U(k)e—ik(:t—i—ikr + V(k)e—i—ikct—}—ikr ] dlv

—00

27
_ if U(k)eJrzA z—ct) + V(k) +ik(z+ect) }dl{,
7T

o0
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Soluzioni dell'equazione dell'onda

e Esaminiamo la soluzione trovata

e = g Qe (e D

T, —’ux—l—ct + v(z'— ct)
e Abbiamo ritrovato Ia squznone di D' Alembert

e La soluzione generale dell'equazione é la somma di due onde
e Un'onda che propaga nel senso negativo delle =

e Un'onda che propaga nel senso positivo delle x

o E facile verificare che per una arbitraria funzione h(xz), due volte continua
h(z £ ct) e soluzione dell'equazione delle onde

e Inoltre osserviamo che le funzioni exp[tik(x £ ct)] sono soluzioni
dell'equazione delle onde
e Sono funzioni trigonometriche (seni e coseni)
e I parametri w e k non sono indipendenti w = kc
e Le funzioni exp[tik(xz + ct)] dette anche
onde monocromatiche di frequenza w = kc

e La soluzione generale, espressa sotto forma di trasformata, & una
sovrapposizione (integrale) di onde monocromatiche con frequenze diverse

Elettromagnetismo - Prof. Francesco Ragusa 383



Soluzioni dell'equazione dell'onda o

e Per finire determiniamo U(k) e V(k) in funznone delle condczuom lanlall

F(2.0)=h(z) HE) = [ ke d _ —f H,(k)e = dk
af 7t > -
gj )t_ =h,(z) Hk) = l hy(z)e ™ dz  h,(z) = Py f; H, (k)™ dk
e Abbiamo

f(z,t) —f ke Mt 4 V(k)e e | di
f(2,0) = o f U(k) + V(k)|e*™dk m) A (k)=U®F)+ V()

o Inol'rr'e
flz,t) = — f(a: t) = L f ike |U(k)e ™0 — V(k)e e | dk;
f(z,0) —f ike|[U(k) = V(k)|e*™dk ~ wmmmyp — H,(k) = ike|U(k) = V(k)]
e Otteniamo . 7.0 ; 7.0
U(k) = 5 ((F) + ;kc V(k) = 5{ (k) — zzc

Elettromagnetismo - Prof. Francesco Ragusa 384



Onde piane e monocromatiche

e Ritorniamo alle onde elettromagnetiche
e Abbiamo visto che i campi E e B soddisfano le equazioni
2 2
i@E VQB:lc?B 1 _ 2
c? Ot c? Ot? SNTA
e In coordinate cartesiane le 6 componenti dei campi
soddisfano le equazioni dell'onda
e Una soluzione dell'equazione dell'onda non soddisfa necessariamente
le equazioni di Maxwell (che accoppiano E e B )
e Le equazioni d'onda per E e per B sono disaccoppiate
e La richiesta che le soluzioni soddisfino anche le equazioni di Maxwell
restringe le soluzioni accettabili: onde elettromagnetiche
e Le equazioni V-E = 0 e V-B = 0 impongono che E e B siano
perpendicolari alla direzione di propagazione
e Le equazioni del rotore impongono che i campi E e B siano perpendicolari
fra loro e i loro moduli collegati
e Consideriamo soluzioni del tipo E(r,t) = E, e~ vt — k1)
e Un'onda che propaga lungo |'asse =
e I campi E(r,t) e B(r,t) hanno lo stesso
valore sui piani perpendicolari all'asse =
e Un'onda di questo tipo si chiama onda piana

V’E =

Y
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Soluzioni: onde piane

e In un'onda piana i campi E e B non cambiano spostandosi sul piano

e Non necessariamente il piano deve essere
perpendicolare ad uno degli assi delle coordinate
I campi dipendono solo dalla lunghezza ¢ della
proiezione di r nella direzione della normale al piano k

Czr-l;:lgﬁx—kl%yy—&—lgzz

E(r,t)=E(¢t) B(rt)=B((¢t)

e Il fatto che il campo dipenda solo da ¢ implica
che le derivate assumano una forma particolare

8E(r,t) 5’E(C,t) aE(Cat)QC A 8E(C,t) ¢ € la distanza del

— — =k piano dall'origine
ox Ox ¢  Ox ToC
e Espressioni analoghe per le altre derivate
e Specializziamo queste considerazioni all'operatore V applicato a un'onda
piana (in coordinate cartesiane) o a una sua componente f(()

A

Y

o . 0 0

Z e, —+é
“ox U Oy "0z

TU

ke —+ke — |V =

?‘S“ >
|
_I_

D>

V =

Q‘)
I~
I~

o)
S~

)
I~
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Soluzioni: onde piane

e Utilizzando |'espressione dell'operatore V trovata per |'onda V= l}ag
piana possiamo riscrivere le equazioni di Maxwell nel vuoto ¢
0B 1 OE
V-E=0 V-B=0 VXE=—— VxB=——
Ot c? Ot
-~ OE -~ 0B R oB -~ OB 1 OE
k-—=0 k-— =0 kxX—=—— kXxX—=——
0C 0C oC ot dC ¢’ Ot
e Ricaviamo la proprieta di trasversalita dell'onda piana
e Moltiplichiamo per k la quarta equazione
~ [~ OB 1 ~ OE ~ OE ~ OE
k-lkx—|=—=k -— ‘k-—:() m) k- —di =0
[ d( ¢ Ot ot ot
. o - 0K
e Analogamente per la prima equazione si ha k-—d( =0
e Sommando le due equazioni a¢
- | OE OE OE OE
k-|—dt+—d(|=0  definiamo dE = —dt + —d(
ot ¢ ot oC
e Il differenziale dE é la variazione del campo elettrico se
ci si muove nella direzione di propagazione o se varia il tempo -
e L'onda ¢ trasversale alla direzione di propagazione k-dE =0
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Soluzioni: onde piane

e Analogamente dalla seconda e dalla terza equazione si ricava ¢
k-dB = 0 ricordiamo la precedente k - dE = 0
e Il significato di queste equazioni ¢ il seguente
e In un'onda piana le variazioni dE e dB dovute a
spostamenti lungo ¢ e/o a variazioni nel tempo sono
perpendicolari a k
e E possibile che la condizione sia verificata
anche per campi con componente lungo ¢

e Ad esempio, il campo E po'rr'ebbe avere una componente uniforme lungo ¢

8E OF oF.
C =0 ‘ —U inoltre dF. — —Sdt + —~d( = 0
8( C ° ot oC ¢
e Implica che anche __¢ _ ()  significa che sarebbero campi statici

ot

e Non sono onde che propagano
e Quindi i campi E e B di un'onda piana giacciono sul piano perpendicolare ak
e Utilizziamo un sistema di riferimento locale £€—n
e I campi possono essere scomposti nelle componenti E. e E,, B, e B,
e Verifichiamo adesso che queste componenti soddisfano |'equazione dell'onda
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Soluzioni: onde piane

e Ricaviamo |'equazione dell'onda nella coordinata ¢

B, OB OB 0B g 0B 10B
BYe a¢ ¢ ot aC ¢ ot
o Utilizziamo la terza e la quarta equazione
e Moltiplichiamo vettorialmente la terza per k

ks [kx B | = kx 2B
d( ot
ko kx| = & @é—E — (k- k)aE L P
| oC 4 0C 0C ot
e Deriviamo rispetto a ¢ I'equazione ottenuta e rispetto a ¢ la quarta
O’E - OB .~ O0’B 1 O°E
o¢* 0to( oto¢  ¢* ot?
* Eliminiamo B 0°E 1 O°E| | ¢i siamo ricondotti all'equazione
O¢? o2 O dell'onda unidimensionale

e Analogamente per il campo B
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Soluzioni: onde piane

e Le equazioni trovate sono quelle dell'onda unidimensionale
e Utilizziamo le soluzioni trovate precedentemente (vedi diapositiva 383)
_ ti(k¢twt) _ i(wttk()
f (Ca t) — € = €
e Pertanto ci sono due soluzioni che descrivono
e Un'onda che viaggia verso "destra": wt—k¢
e Un'onda che viaggia verso "sinistra": wi+k¢
e Per ciascuno dei due tipi di onda esistono ancora due soluzioni e+
e La soluzione generale sara data da

Aet® 4 Be ™ ¢ pud essere wi—k( oppure wi+k(
e Le costanti A e B sono scelte in modo che la soluzione sia reale: B = A*
e Definiamo p = |A| = |B| e § = arg(A) = — arg(B)

Aet + Be  — pe—l—iée—i—ié + pe—iée—z’é: P €+é(®+6) + 64(o+5)

= 2pcos (gb + 6)
e Sia la fase & che 1'ampiezza p sono arbitrarie (p o 2p é la stessa cosa)
e Una differenza di w/2 in 6 fa passare da un seno a un coseno
e Le soluzioni sono pertanto onde sinusoidali che viaggiano in due direzioni

0 sin(wt + k(C + (5) pcos(wt + k¢ + 5) sono anche monocromatiche
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Soluzioni: onde piane

e Abbiamo visto che le soluzioni sono onde sinusoidali
e Tuttavia & molto pit semplice utilizzare gli esponenziali complessi
Witk
e Per tale motivo si indica la soluzione nella forma Aez( ‘)

e La costante A é in generale complessa: contiene eventuali sfasamenti &
e Alla fine del calcolo (lineare) si prende la parte reale

o Usiamo il vettore d'ondak =tk  AC =k -r=kax+ky+ k2

W k-
e Consideriamo un'onda generale Aet k) o e (i)
. Bltornando alla. SO|L|ZIOI:Ie per progressiva | | regressiva
il campo elettrico troviamo

. fwt —ik-r jwt+ik-r
E (r,t) = Ee + E, e Z

e Le costanti E,, e E,. sono, in generale, complesse
e Per la componente E, del campo si trova una soluzione analoga

.E,,? (I', t ) — Elnemt?k.r _|_ E2neikut+z’k-r
e In forma vettoriale

ty

E ( I', t ) . Elemt—ik-r + E26i¢ut+zk-r

e Il simbolo ~ (tilde) utilizzato per i vettori sottolinea che, in generale, si
tratta di grandezze complesse

e I vettori complessi sono necessari per permettere una fase arbitraria
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Soluzioni: onde piane

e Per il campo magnetico si trova una soluzione analoga
_ D iwt—ik-r D iwt+ik-r
B(r,t) = Be + B,e

e Troviamo una relazione fra i vettori E, e E, e i vettori B, e B,
e Utilizziamo |'equazione (vedi diapositiva 387)

k x 3_E = —8—B ricordiamo il campo E E(r,t) — Eleiw'”kci 1 Ezemwmg

0C ot
e Calcoliamo le derivate
OE E i ma 0B T
— = —ikE e " 4 ikE et — = z'(,u(Blfa““]ng + B et )
dC ot
e Introduciamo nell'equazione di Maxwell
ik 1“( > (Elez’mtz’kg . E2€¢;Ut+ékg ) _ _iw(Blem—ikg + B26é¢ut+ikq )
e Uguagliamo i coefficienti dei due esponenziali (ricordiamo w = kc)
g R J RESES o= s = 1, - ~
ikkxE =iwB, B =-kxE [|itkxE, = —wB, B, =—-(—k)xE,
c c
progressiva E1 — _cf( X B1 regressiva E2 — _c(_f{) X P,Q
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Soluzioni: onde piane

e Consideriamo un'onda che viaggia nella direzione positiva = k = ke,
e Supponiamo il vettore E, nella direzione = E = Ee_
o Il vettore B, punta nella direzione y

e Il periodo dell'onda

e

W

A==cT ZETZEQ—7T
k k w

y = 27

k

i

A
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Lo spettro delle onde elettromagnetiche

The Electromagnetic Spectrum
Frequency (Hz) Type Wavelength (m)
10% 10-13
10%1 gamma rays 1012
10%0 10~
1019 10—10
1018 X-1ays 10~°
1017 1078
1016 ultraviolet 1077
101 visible 10-°
10 infrared 1073
1013 10~4
10%2 1073
10! 1072
1010 microwave 10!
10° 1
108 TV, FM 10
107 102
10° AM 103
10° 104
10* RF 10°
103 10°
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Lo spettro visibile

The Visible Range
Frequency (Hz) Color Wavelength (m)
1.0 x 10V near ultraviolet 3.0 x 1077
7.5 x 104 shortest visible blue 4.0 x 1077
6.5 x 10" blue 4.6 x 1077
5.6 x 104 green 5.4 x 1077
5.1 x 1014 yellow 5.9 x 1077
4.9 x 104 orange 6.1 x 1077
3.9 x 10" longest visible red 7.6 x 1077
3.0 x 104 near infrared 1.0 x 1076
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Polarizzazione dell'onda

e L'onda che abbiamo visto ha il vettore campo elettrico che oscilla
parallelamente alla direzione =

e Si definisce questo tipo di onda "polarizzata linearmente"
e Naturalmente il vettore E puo puntare in qualsiasi direzione

e La direzione del vettore E & la direzione in cui & polarizzata |'onda
e Ad esempio ...

polarizzazione verticale polarizzazione orizzontale polarizzazione obliqua

e Vediamo in dettaglio come costruire un'onda polarizzata obliquamente
tramite la sovrapposizione di altre due onde

e Utilizziamo due onde con polarizzazione Verticale e Orizzontale E e E,

o iwt—ikz T iwt—ikz
E (r,t) —Ee Ey(r,t) — Ee
e Scegliamo i due vettori E e E, nel modo seguente
E, = Eé, E, = FEé,
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Polarizzazione dell'onda

e Sommiamo le due onde
T twt —ikz N wt—ikz ~ iwt —1ikz ~ gt —ikz
E (r,t) =Ee¢ + E,e = E(ee ™ +epe )
e Anziché scegliere opportunamente i vettori complessiE e E, abbiamo scelto
la costante E reale e di prendere la parte reale del vettore complesso E,

E(z,t) = ReE (2,t) = Fe cos(wt — kz) + Ee, cos(wt — kz)
= E[éx + €, ]Cos(wt — kz)
e Abbiamo ottenuto un'onda polarizzata linearmente con polarizzazione obliqua
e Visualizziamo il campo E per z =0 in
funzione del tempo

E(0,t) = E[ém + éy]coswt

o E I'andamento temporale del campo sul piano z =0

e La direzione del vettore & sempre la stessa
e La lunghezza del vettore oscilla

\ 4

Y
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Polarizzazione dell'onda

e Utilizziamo adesso altre due onde Ea‘ — Fe/? éI Eb — Eéy

= . . . . )
e Il vettore E, ha una parte immaginaria che introduce una fase (+ —)

e Sommiamo le due onde | 2
T it —ikz o iwt—ikz __ A ";5 iwt —ikz ~wt—ikz
E (z,t) = Ee + Ee = E(e e ?e + € )
ES (Z,t) — E (éfre-m)tz.lcz+-iw/2 + éyeikutikz )

e Calcoliamo la parte reale

Es(z,t) — ReE(z,t) — E[éz cos(wt —kz + 7/ 2) + €, cos(wt — Az)]

E, (z,t) = E[—éx Sin(wt — A‘z) + e, Cos(wt — kZ)J
e In questo caso la polarizzazione ¢ circolare
e Studiamo il campo sul piano z =0

ES(O,t) — E[—é: sin wt + éy coswt}

e Guardando verso la sorgente il vettore E ruota
in senso antiorario: polarizzazione destrorsa >

e L'onda rappresentata viaggia "entrando" y
nella figura
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Polarizzazione dell'onda

o Se lo sfasamento ¢ —7/2 E (visto dalla sorgente)
ruota in senso orario: polarizzazione destra
e Infine consideriamo due ulteriori sfasamenti
o ¢ = +m/4
e In questo caso le onde sono polarizzate

ellitticamente R ey
e ¢ positivo polarizzazione sinistra Y

¢ ¢ negativo polarizzazione destra

ES(O,t) = E[éz cos(wt + 7/ 4) + €, cos(wt)]
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Teorema di Poynting

e Abbiamo scritto |'energia associata ai campi elettrici e magnetici con le
seguenti espressioni ¢ 1
g = — E*dV U, =— | BdV
2 241,
e Queste espressioni valgono anche per campi variabili nel tempo
e Per un campo elettromagnetico si scrive

1 1
UEM — 5 (€0E2 e [TBQ)dV
e Supponiamo che una distribuzione di cariche p & di correnti J generi
un campo elettromagnetico descritto dai campi E e B
e Supponiamo che le cariche si muovano
e v e la velocita dell'elemento di carica contenuto in dV
e Calcoliamo il lavoro fatto dal campo elettromagnetico su di esse nel tempo dt
e Consideriamo un elemento di volume dV
dqg = pdV JAdV = pvdV = dqv
e Su questa carica (infinitesima) agisce la forza di Lorentz f (infinitesima)
e Il lavoro fatto nel volume dV (w densita di lavoro) é dato da

dwdV =f-ds =f-vdt =dq(E+vxB) vdt = d¢E- vdt
dwdV = pdVE - vdt = pv-EdtdV = J - EdtdV
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Teorema di Poynting

e Pertanto la potenza erogata nel volume dV & data da

d—de = J-EdV

e Integrando sul volume

aw f—dV _fE-JdV

e Consideriamo |'equazione dl Maxwell

OE 1 OE
VXxB = pJ+ pe,— m) J=—VXxB-—¢ —
ot I, ot

e Introducendo nell'equazione per la potenza

M_I[ L E. VxB-cE. 3—E]dv
dt 1 ot
e Sviluppiamo il primo termine utilizzando (vedi diapositiva 55)
V- (AxC)=C-(VxA)—A-(VxC)
E-V><Bz—V-(E><B)+B-V><E VxE_—a—B
B ot

E-VxB=-V-(ExB)-B.-—
Ot
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Teorema di Poynting

E-VxB= —V-(EXB)—B-Z—?
e Inseriamo nella espressione della potenza
ﬂ—f LE-VXB—EOE-(‘)—E dV
dt 1, ot
M_f _iv.(EXB)_iB.a_B_gOE.a_E dV
dt I, 1, ot ot
e Osserviamo che
OE 10F? OB 10B?
E.—— — = B.2—= — =
ot 2 Ot ot 2 0t

e Sostituendo

aWww 1 J 1 1

- = V.(EXB)dV———f —B2—|—<€0E2 dV
dt I, ot 2 14

e Il secondo integrale & |'energia elettromagnetica

e Trasformiamo il primo integrale con il teorema della divergenza

Elettromagnetismo - Prof. Francesco Ragusa 402



Teorema di Poynting

ﬂ——fv E><B V—Qlf iB2+<€OEQ av
0 1,
e Utilizzando il teorema della divergenza

j;V-(ExB)dV:ﬁv(ExB)-da

e Il simbolo 9V indica la superficie che delimita il volume V
e Sostituendo

ave_ 1 (ExB)- daélf LB%mc:OJEQ]dV
dt MO oV 8t2 Vv 'U,O
e Definiamo il vettore di Poynting
1 ;
S—= —ExB ﬂ:_§ S . da — Y [S] = Js'm™
AUJO dt ol 8t

e Interpretiamo |I'equazione trovata

Il lavoro fatto sulle cariche e sulle corrent: dalle forze elettromagnetiche
é uguale alla diminuzione dell'energia del campo meno l'energia che
fluisce attraverso la superficie che delimita il sistema
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Teorema di Poynting

ﬂzf S. da — 2Ynu
dt o ot

e La relazione precedente puo essere messa in forma differenziale
o Definiamo delle quantita per unita di volume: densita

Lavoro per unita ;- _ Densita di energia o
di volume w W = V[; wdV del campo uy,, UEM _ ‘_I: uEMdV

e Utilizziamo il teorema della divergenza § S.da = f V -SdV
Vv

e Sostituendo nella relazione iniziale

9
f—dV_ fv SdV — f Yo gy
v v Ot

e Uguagliamo gli integrandi
Ow ou 9]

o g.g_ Y% L yg.g-_9
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e Attraverso una superficie che racchiude un sistema elettromagnetico puo
fluire energia verso I'esterno: V.S > 0

e a) Se la potenza dw/dt & negativa: le cariche cedono energia al campo
e b) L'energia immagazzinata nel campo diminuisce: duy,,/dt < 0
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