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Sfera di dielettrico in campo uniforme

e Consideriamo una sfera di dielettrico posta in un campo elettrico uniforme
e Dielettrico lineare, omogeneo e isotropo

o E un problema analogo a quello della sfera conduttrice in campo uniforme
che abbiamo affrontato in precedenza (vedi diapositiva 190)

e Utilizziamo il metodo della separazione delle variabili in coordinate sferiche
e C'e simmetria azimutale (V indipendente da ¢)
e Qualitativamente possiamo dire che il campo elettrico polarizza il dielettrico
e Sulla superficie della sfera compare una carica superficiale
e Il campo uniforme & distorto
e Il campo rimane uniforme all'infinito

e All'interno della sfera il campo elettrico & dato dalla somma del campo
esterno e del campo generato dalle cariche di polarizzazione

r = rsinfcos o

y = rsinfsin @

Zz = rcosb
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Sfera di dielettrico in campo uniforme

e Esprimiamo il potenziale all'esterno e all'interno utilizzando la formula
utilizzata per il problema della sfera conduttrice

Vo (8) = Yo et + | Rleost) 1, (n0) = 3] 0+ 2| et
=0 =0 r

e La seconda formula é necessar'ia perché adesso stiamo risolvendo il problema
elettrostatico in due regioni con permittivita diverse (¢ sfera - ¢, vuoto)

e Le condizioni al contorno sono

OO

o All'infinito campo uniforme Voul2) = —Epz +V
e Potenziale continuo sulla sfera Vo (r,0) =V, (1,.0)
. PR 8Vin(7n076) 810111:(?"0,9)
e Discontinuita della componente normale ¢ 5 = g, 5
n n

e Assumendo come nel caso della sfera conduttrice V, =0, la prima condizione
permette di porre a zero tutti gli A, escluso A, = —F;, ( P;(cosf) = cosf)

e Inoltre, poiché al centro della sfera il potenziale deve essere finito si ha
che per tutti gli | deve essere D, =0

Vout(’r',H) = —Ercosf + i%ﬂ(cos@) Vin(r,ﬁ) = iclrlﬂ(cosﬁ)
1=0

=0
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Sfera di dielettrico in campo uniforme

Vo (1) = ~Byreost + 5 TR (cos0) ¥, (10) = 30 cos0)
[=0 (=0

e La condizione di continuita diventa
Vo (1:8) = Vi (10) wmmb —Eyro P (cos0) + 32— P (cos6) = S CilR (cos)
[=0 7"0 [=0

e L'uguaglianza implica che per ogni | devono essere uguali i coefficienti dei
corrispondenti polinomi di Legendre P, (P, = cosf)

B B
o Per =1 —Ey, P, + =P = O, R, —Eyny +— = Oy
r? 7
— _1
C, =—F, + =
0
B, z B, z
ePer =1 o B =CnP e Cry
"o "o
20+1
B = Cpy "
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Sfera di dielettrico in campo uniforme

. Ver?iamo. adesso alla condizione di discontinuita oV (ng) oV . (TO’Q)
e Ricordiamo che sulla sfera 9/9n = 9/0r € = g,
an on
oV > (1+1)B, oV, o
— ot — _F cosf — Y ~—— P (cosb = 1ICr' P (cosh
aT 0 lzzl T[_I_Q l ( ) 8T E_Zl l l ( )

e Ancora una volta uguagliamo i coefficienti dei
polinomi di Legendre dello stesso ordine [

2B 2B
ePeri=1 ¢ EP —c,—-LP =cCP |-E,—=—L=xC,| r=-—
7“03 7‘03 €0
ePer =1 —¢ (l+ 1)ﬂp — el 0P |B = st g0
e Confrontiamo con la precedente equazione per I = 1 B, = Cptt!

e Concludiamo che
ePerl=0— B,=0
e Da B, = 0 segue che C, =0
e Per [ = 0,1 le due relazioni per B, implicano che B =C, =0
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Sfera di dielettrico in campo uniforme

e Esaminiamo infine le due equazioni trovate per [ =1

B 2B
01:—E0+_§ _0__31:”01
o To

2B B 2B B
—E, ——1t = —kE, + n— (n—l)E0:—1+K, 1
7 rog r03 7’03
(K,—l)Eorg = (m+ Q)Bl B, = " _1ED’I“03
K+ 2

e Per finire inseriamo il valore trovato per B, nell'equazione di C,

01:—E0+m_1EO:H_1_n_2E0:— 3 E, c, = — 3 E,
K+ 2 K+ 2 K+ 2 K+ 2
e Abbiamo trovato il potenziale
v —1 5 COS 0 3
Vout (T’H) = —Eyrcost + - Eqry . Vin (7’39) - Liyr cos 0
Ko+ 2 r K+ 2
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Sfera di dielettrico in campo uniforme

3
Vout(r,é?)——E rcos@Jr 1ET30089 Vm(r,ﬁ):— Eqrcost
K+ 2 r ft+ 2
e Calcoliamo le componenti del campo elettrico
. All'in‘l‘ergo ; vV = éTi+é9lg+éO 1 9
E = E,cost L, = — E,sind or rof rsinf 9¢

Polarizzazione uniforme

Campo uniforme P = (k — 1)g,E

Campo uniforme [| | | \\\ vV T A

Campo dipolo

e Sulla superficie della sfera

¢ — 3K
E = 1—|—2V ! E,cosf = " E, cost L]
K+ 2 K+ 2
.1 5 /\ | |
E, = —1|E,sing = — E,siné [
K+ 2 K+ 2

Componente tangenziale continua
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Carica e dielettrico

e Consideriamo un materiale dielettrico lineare (di costante k)
che riempie tutto lo spazio per z < 0
e Consideriamo una carica positiva +q posta ad una
altezza h
e Calcoliamo potenziale e campo elettrico in tutto
lo spazio B

e Il problema puo essere risolto considerando
e Una soluzione particolare dell'equazione Poisson
o I| potenziale di una carica puntiforme posta in r, = he,

e Una soluzione dell'equazione di Laplace che consenta di soddisfare le
condizioni al contorno

e Potenziale che si annulla all'infinito
e Potenziale continuo sul piano z =0

e Discontinuita delle derivate normali

z2—07"
e Risolviamo questo problema con una generalizzazione del metodo delle immagini
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Carica e dielettrico

e Descriviamo qualitativamente cosa succede ‘ I
e La carica +q genera un campo che polarizza il dielettrico Y
e I| dielettrico é lineare:V:- P = x ., V- E =0 — non ci
sono cariche di polarizzazione di volume
e Compare una carica superficiale di polarizzazione
sul piano di separazione dielettrico - vuoto K
o, =FP- n
e Il campo elettrico in tutto lo spazio é la somma di due campi elettrici
e Il campo E’ generato dalla densita di carica superficiale
e Il campo E”’ generato dalla carica puntiforme

e E il problema equivalente nel vuoto del problema iniziale

e La densita di carica superficiale &€ determinata dalla polarizzazione
ed ¢é da calcolare

e Dato che il dielettrico é lineare
P(r) = v,5B(r) = (r — De,B(r)
o Per effetto della polarizzazione compare una densita superficiale di carica
e La densita di carica superficiale ha una simmetria azimutale
o E determinata dalla componente normale del vettore P

op(z,y) = P(z,9,0) - n = P (2,y,0) = (k — 1), &£ _(z,y,0)
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Carica e dielettrico

op(z,y) = P(2,9,0) - n = P(2,9,0) = (k — 1)e, £ (2,9,0)
2

e Il campo elettrico E, che compare é il campo totale
e La componente normale del campo elettrico E' (x,y)

dovuto alla densita superficiale di carica o (z,y) e =
E’ (2,1,0) = M
2¢, o

e Per convincerci della correttezza di questa espressione osserviamo che
e La carica superficiale é equivalente all'effetto del dielettrico
e Il campo elettrico generato dalla densita superficiale di carica ha la
seguente simmetria
El(.’lﬁ, y,Z) — _Ei (ZE, Y, —Z) Eﬁ(:l:,y,z) — E[,l(wt y’—Z)
e Infine, come per tutti i campi elettrici, sappiamo che la componente
normale ha una discontinuita attraverso lo strato di carica

a
AE| = Le,
1 g, lEz <0
e Possiamo pertanto concludere che | o, <0
o (T,
B (,y,0) = p(®Y) ‘E >0
s 280 e
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Carica e dielettrico

e La componente del campo elettrico E” (x,y) dovuta

alla carica elettrica +q é cost = > 2 ol
/" 1 q 1 qh (2%t y” + h)
E(z,y,0) = — - > Scost = — - z
47T€0 ° +y  + h 47Té’:‘0 (332 + y2 + h2)§ /y

e Abbiamo pertanto
JP(:Ea y) — (K’ o 1)80Ez(3;7 Y, 0)

= (k — 1)g, | EL(2,5,0) + E{z,y,0)]

k—11 qh

o (m,y) 1 qh
UP(xay):(K’_l) — o 3
2 4 ($2 4 y2 + h2)2
e Possiamo determinare la densita di carica superficiale o}
k-1 k1 gh
(1 + ]JP(:Bay) - = A 3 Up(xvy) -
7 (:EQ o2 4 hz)g

K,+127T($2_|_y2_'_h2)

3
2

e Osserviamo che, a meno del fattore dipendente dalla costante dielettrica,
e la stessa densita di carica trovata nella diapositiva

e Piano conduttore infinito e carica puntiforme con il metodo della carica

immagine
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Carica e dielettrico

e Nel caso della carica puntiforme e piano conduttore
avevamo trovato

I 1
27 J o (r2+h2)3/2

e La carica superficiale di polarizzazione é pertanto

2rrdr = —q

Kk — 1

rk+ 1

\

e Il potenziale del campo elettrico e

dp — — q

1
$(r) = ¢'(r) + ¢"(x) ¢"(r) = -
dme, v — he_
1 oz kr—11 h
o) = [ e = - ™
4me) |r—r| n+127r($2+y2+h2)5
e Tuttavia esiste un metodo piu' semplice che calcolare I'integrale 4 2> 0
o L'effetto dell'integrale é equivalente a porre
una carica immagine g, < 0 nella posizione —h q Y
1 q 1 q >
#(r) = E_|§r) = z — ¢
4W50’r_r—| dme, \/3:2 + y* + (2 + d)° G §r = —he,
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Carica e dielettrico

e Quindi il potenziale nel semispazio = > 0 é

o(r) = ¢'(r) + ¢"(r) EAR

1 1
o(r) = 4 2 qu 2 + 4 2 2 i 2
7r50\/3;' +y° 4+ (2 4+ d) 7r50\/:1: + vy + (2 — d)
e A differenza del problema della carica e il piano
conduttore il campo nel semispazio z < 0 non & nullo
e Calcoliamo il potenziale per z < 0
e C'é il campo della carica +q posto a r_
e C'é anche il campo dovuto alla carica di polarizzazione gp
e Questa volta calcolato nel semispazio z < 0

e Equivalente ad una carica ¢, posta nel punto r_ 7~

1 Ip

47T€0 ’r — r+’

§r) = — = -

¢'(r) = =
47T€0 \/1-2 + yQ + (Z _ d)Q

z <0

e Quindi il potenziale nel semispazio =z < 0 &

oir) = — = +— !
dme \/1?2 + 9y + (2 — d)? dme, \/3:2 +y? + (z — d)?
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Carica e dielettrico

e Riepilogando |
= K + 1q
1 1
H(r) = I + 4 2> 0
Amey a2 4P + (2 4+ d)? AT Ja? + 42 + (2 — d)?
1 1
o(r) = Ip + 4 2 <0
ame, \/332 + 2+ (z—d)?  47E \/:1:2 +y* + (2 — d)?
e Il potenziale ¢(r) soddisfa I'equazione di Poisson
e Il termine dovuto a g per z > 0 soddisfa |'equazione di Poisson
e Gli altri tre termini sono soluzioni dell'equazione di Laplace
nei rispettivi domini
o(x,,0) = 41 2“313 _ 2>
e Il potenziale & continuo per z =0 mey \a? + g + d
gb(a:,’y,()): ! q+qp z <0

drey a2 + o2 + d?
e Il potenziale va a zero all'infinito

e Verifichiamo |'ultima condizione sulle derivate normali
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Carica e dielettrico

1 1
B(r) = I + 4 2> 0
dmey o2 + o2 + (2 +d)2 AT 2 + 42 + (2 — d)?
b(r) = — . 41 d 2 <0
e \/xz + 2+ (z—d? 47 \/1:2 + v + (2 — d)
e Calcoliamo le derivate normali i = = A 1(1
) K +
e Owiamente — = —
. on 0z
e Iniziamo con z > 0
dp(r) 1 [ 1] 2qp (2 + d) N 1 [ 1] 2q(z — d)
62 47T€0 2 {:CQ + yg + (Z 4+ d)z ]2 47T€0 2 {:EQ + yQ + (Z . d)? ]2
9¢(r) _ 1 qpd —qd _ 1 (¢p — 9)d
0z T 4re 3 i T dne 5
e 0 [$2+y2+d2]z [:c2+y2+d2]2 0{m2+y2+d2}2
k—1 —2K do 1 2k qd
R e 82|  dmegrt 1 :
K K Z|,_o+ ey K [zg Lt d?]z
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Carica e dielettrico

or) = — L +

1

4y 22 + 42 + (2 +d)? 47 2 + 42 + (2 — d)?

1

or) = — S +

dme, \/$2 + 2 +(z—d)? 4T \/3:2 + v + (2 — d)’

e Adesso il caso z < 0

Ig(r) 1 Lg} 2(gp + ¢)(z — d)
|

o 3
0z drey | 2 22 4 42 + (7 — d)? F
= Kk — 1 La— 2
o T4 k+1 a4 r+1 1
e E naturalmente
ool o0
0z =0 0z =T

d z >0
d z <0
Kk — 1
i K+ 1
99| 1 (gp +q)d
0z o 47T€0 [:EQ 4 yQ + dQ F
@ 1 2 qd
0z i dre, k + 1 [1:2 + y2 L2 F
a_gb 1 2k qd
0z

. N e, K + 1[

3
z? + y? -|—dz}2
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Carica e dielettrico

e Naturalmente le due derivate calcolate sono anche, a meno del segno, la
componente z del campo elettrico all'interfaccia

e La componente parallela & continua

Calcoliamo ad io E E=-— @
e Calcoliamo ad esempio E, : 4W€0K+1[$2 h e F l
09 1 (gp + @)
by = Oz Ane 5 1
0{x2+y2+(z—d)2}2 poo__ L 2 qd 3
z 4W€0K,+1[I2+y2+d2]§
1 2 qr
o 3
e Calcoliamo |'angolo che E fa con |'asse z, ad esempio nel piano y = 0
E : 1$ 1z
e Nel vuoto tgay = £ =HEL — -2
E, 2K J K d
K+1
2 T
° . t Y = E‘T p— H:—i_l _ E
e Nel dielettrico *“ =~ 2
K+ 1
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Carica e dielettrico

e Per finire calcoliamo la forza che agisce sulla carica

e La carica di polarizzazione ¢ negativa

e E equivalente ad una carica negativa g, posta a distanza -h

e La forza é attrattiva
e La forza e

k41
p___1 4% ;.
dme, (2h)?
_ 2
F_ 1 k=1 ¢ s,
dmey K+ 1(2n)>2
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Corrente elettrica

e Cominciamo a studiare situazioni in cui le cariche sono in movimento
e Per il momento ci limiteremo a movimenti "relativamente lenti"
e Velocita piccole rispetto alla velocita della luce

e Prima di iniziare a formulare le differenze nelle forze fra le cariche
infroduciamo una serie di nuovi concetti necessari per descrivere le cariche
in movimento

e Un moto ordinato di portatori di carica costituisce una corrente elettrica
e L'espressione "portatori di carica" é da intendere in un senso molto generale
e Possono essere elettroni o ioni
e Puo essere materia "carica", ad esempio goccioline d'acqua nell'atmosfera

e In un filo di materiale conduttore la corrente elettrica e definita come la
quantita di carica che attraversa la sezione del filo nell'unita di tempo
I = lim Al = 6

e La corrente ha un segno convenzionale
- I
—
At—0 At dt

e E positiva se le cariche positive seguono la freccia
e Supponendo che in un tempo At la carica A Q nel
cilindretto blu attraversi la sezione del filo S (gialla)
e Nel Sistema Internazionale I'unita di misura della corrente é I' Ampere (A)
1A = 1Coulomb sec™!
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Corrente elettrica

oE importante il flusso netto di carica

e Definiamo il senso positivo della corrente
e La carica rossa (positiva) contribuisce con segno +

e La carica blu (negativa) contribuisce con segno + A/

e Analogamente un atomo o molecola neutri non
contribuiscono alla corrente nonostante trasportino carica — I
e La carica rossa (positiva) contribuisce con segno +

e La carica blu (negativa) contribuisce con segno —

e La corrente non deve necessariamente essere definita
all'interno di un filo conduttore

e Per una definizione piu generale occorre la densita di corrente
e Abbiamo gia utilizzato questo concetto discutendo il flusso (diapositiva 86 )
e Avevamo discusso il flusso di materia (fluido)
e Avevamo definito il vettore densita di corrente J = pv
e Avevamo visto che la quantita di materia che attraversa un superficie S
nell'unita di tempo era data da

6=J 0S
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