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Equazioni di Poisson e di Laplace

e Abbiamo espresso la legge di Gauss in forma differenziale

divE=V.E=2L
€
e Abbiamo inoltre visto che, dal momento che il caompo elettrico e conservativo
puo essere espresso tramite un potenziale
E = —gradgp = —Vo¢
e Combinando le due equazioni
diVE:—divgradgbzﬁ V.E:_V.Vézﬁ
EO 80
o L'operatore V - V = ¥V~ prende il nome di Laplaciano
e L'equazione diventa

Vi = _£ Equazione di Poisson

0

e In regioni dello spazio in cui non esistono cariche, |'equazione diventa

Notiamo che é |'equazione \V£& b =0
omogenea associata _

Equazione di Laplace

e Abbiamo gia detto che si tratta di una delle equazioni differenziali
piu importanti della fisica matematica
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Equazione di Laplace

e Le equazioni scritte sono generali e non dipendono dal sistema di coordinate
scelto
e In coordinate cartesiane

0 g . 0 5 o 0 o 0 d
V=e — — — o) V' =V -V= + +
e$a$+eyay+ezaz Odrdx Odydy 020z
2 2 2
-2 9 0

e Le equazioni diventano
9% 0 0%

2 2 2
0’ I P _ )
ox?  Oy?  02° ox?  Oy? 02 €4
e Queste equazioni hanno infinite soluzioni non banali
e Come vedremo fra poco ¢ indispensabile definire le condizioni al contorno
e Un aspetto delicato e spesso molto complicato
e Reso pil semplice dall'utilizzo di opportuni sistemi di coordinate
e La soluzione di queste equazioni richiede metodi matematici avanzati
e Non affronteremo sistematicamente il problema
e Esamineremo solamente alcuni dei casi piu semplici
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Condizioni al contorno

e Per trovare una soluzione dell'equazione di Laplace ¢ indispensabile definire le
condizioni al contorno (Boundary Conditions)

e Nelle equazioni differenziali ordinarie di secondo grado per avere una
soluzione unica era necessario definire due condizioni iniziali

e Ad esempio, posizione e velocita iniziali per determinare univocamente la
traiettoria di una particella determinata dalla seconda legge di Newton

er_F

— = — r(t):ro—!—vot—{—itQ

Em 2m

e Nel caso delle equazioni differenziali alle derivate parziali la condizione
iniziale assume una forma pit complessa

0? oa 0*
T
dr dy dz
e Occorre definire il dominio: la regione dello spazio in cui si cerca la soluzione

e Supponendo che lo spazio di interesse sia delimitato da superfici, per
trovare una soluzione occorre definire il valore di ¢ sulle superfici stesse

e Una delle superfici puo essere all'infinito
e Le soluzioni dell'equazione di Laplace prendono il nome di funzioni armoniche
e Ne vedremo fra breve un'importante proprieta

0
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Funzioni armoniche

e In pratica i campi elettrici si generano utilizzando elettrodi metallici posti a
un definito potenziale

o Esempi di campi elettrici

Incident Particle

Cathode
Planes

Anode Sense Wires

\ T
/4

MWPC: Multiwire Proportional Chamber

€Y €Y Y 6y
B A A &

a5 B A B
S8
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Funzioni armoniche

e Una importante proprieta delle funzioni armoniche
e Data una funzione armonica ¢(z,y,z) e una z
sfera di superficie A centrata in x,,y,,2,

ifgb(:c,y,z)da = Cb(xovyorzﬂ)
A

Z

Il valore medio di una funzione armonica su una sfera arbitraria
e uguale al valore della funzione nel centro della sfera

e Questa proprieta significa anche che una funzione armonica non puo avere
massimi o minimi locali
e Infatti, supponiamo, per assurdo, che abbia un minimo locale in r
e Significa che in tutti i punti r’ di un intorno di r tali che ||[v/-r || < e
deve essere ¢(r) < ¢(r’)
e Pertanto su tutti i punti r’ sulla superficie della sfera ||v/-r || = ¢
(avente centro in r) sara ¢(r’) > ¢(r)
e Il valor medio di ¢(r’) sulla superficie della sfera sard maggiore di ¢(r)
e Incompatibile con la proprieta enunciata delle funzioni armoniche

e Ricordiamo la proprieta che in un campo elettrostatico non ci possono essere
posizioni di equilibrio stabile
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Equazione di Laplace

e Torniamo al problema della definizione delle condizioni al contorno

e Ci sono due modi per definire le condizioni al contorno per |'equazione di
Laplace

Vip =0

e Condizioni di Dirichelet
e Si fissa il valore di ¢ su tutte le superfici (conduttori) che delimitano lo
spazio di interesse (dominio in cui si cerca la soluzione)

e Se lo spazio non é chiuso si introduce una superficie all'infinito sulla quale
si fissa il valore del potenziale ¢ (di solito un valore nullo)

e Condizione di Neumann
o Si definisce il valore della derivata normale 9¢/8n su tutte le superfici

(conduttori) che delimitano lo spazio di interesse

e Nel caso di superfici conduttrici, specificare la derivata normale del
potenziale equivale a definire il campo elettrico sul conduttore

e In ultima analisi, la densita di carica sul conduttore

e Ancora una volta se lo spazio non é chiuso si introduce una superficie
all'infinito sulla quale la derivata normale ha valore definito
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Equazione di Laplace

e Teorema di unicita delle soluzioni

e Una volta fissate le condizioni al contorno la soluzione
dell'equazione di Laplace che le soddisfa € unica

e Consideriamo una regione delimitata dalla
superficie "esterna" S, (eventualmente all'infinito)
e da un certo numero di conduttori S,

e I potenziali sulle superfici sono fissati dalle condizioni al contorno
e Supponiamo, per assurdo, che esistano due soluzioni distinte &, e &,
dell'equazione di Laplace che assumono le stesse condizioni al contorno

V2<I>1 =0 V2(I>2 =0
e Anche la funzione ®, = ®, - ®, soddisfa |'equazione di Laplace
e L'operatore laplaciano é lineare

Vo, =V (P —D,)=VD -VP, =0-0=0
e Inoltre sulle superfici S, e S,
(I)d(’sk) — (I)I(Sk) _(]-52(8;;.) = ¢ —¢, =0

e Se ¥, fosse non nulla avrebbe un massimo o un minimo locale: ma & armonica
e Pertanto concludiamo che ®, = 0 che implica a sua volta che ®, = &,

e La soluzione é unica
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Schermo elettrostatico

e Il teorema di unicita ci permette di trovare
un'altra proprieta dei conduttori

Il potenziale all'interno di un conduttore cavo senza
cariche all'interno & costante; il campo elettrico é nullo "

e Abbiamo infatti gia osservato che la superficie
di un conduttore é una superficie equipotenziale

e Il problema elettrostatico all'interno della cavita
e pertanto

VQ(b =0 ¢(S) = V, — costante sulle superfici

e Pertanto una possibile soluzione é ¢(z,y,z) = V, in tutto lo spazio della cavita
e Infatti se ¢(z,y,2) &€ costante V2¢ = 0: soddisfa |'equazione di Laplace
e Soddisfa le condizioni al contorno
e Il teorema di unicita mi assicura che la soluzione trovata & anche |'unica
e Lo spazio interno € schermato dai campi elettrostatici esterni
e Formulare le condizioni al contorno é normalmente molto complicato
e La scelta di un opportuno sistema di coordinate puo semplificare il problema
e Trattiamo in maggiore dettaglio i sistemi di coordinate curvilinee
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Sistemi di coordinate curvilinee

e Coordinate cartesiane (per semplicita solo due dimensioni) X
e Il vettore posizione r é individuato da due componenti r —

e Le componenti cartesiane z,y ‘

e Quali sono le componenti di un vettore applicato v ? ¢ v
e Possiamo tracciare due famiglie di curve (linee) Y., r /
e Fissato = facciamo variare y in (—oo, +00) ,
e In forma parametrica I
QCH xr y;} --------------- r
r = r = /
Y v Yy //
e Analogamente fissiamo y e Y, '
facciamo variare z in (—oo, +00) .
e Abbiamo ricoperto il piano con un grigliato di "curve" T, x, T, T, I
e Troviamo adesso le "tangenti alle curve"
nel punto di applicazione del vettore (z.y,
or 1 R or 0 R
tx = — f— — e:): ty - — = — ey
ox | 0 dy| |1
LrY kY
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Sistemi di coordinate curvilinee

or 1 . Or 0 .
tx - — f— — ex t = — = f— e‘
Ox 0 b Oy 1 ’
LY LU
o I vettori t, e t, sono anche dei versori Y ol v
e Come vedremo non é vero in generale Yy o /
e Definiscono localmente due assi ortogonali IR
e Ricaviamo le coordinate di v rispetto Yy g v,
a questi assi {778 —— r /
e Pertanto, in coordinate cartesiane f
v Ys /
L x / :
v(m,y) = Y .
() :
y e T,
e Supponiamo che v sia un campo vettoriale costante =, =, x, x,
e Non cambia se ci spostiamo in un altro punto v
e Ad esempio nel punto (z,y,) V( ng%) |
e Naturalmente per un vettore costante vogliamo Yy
8_V _ 3_V — 0 in coordinate dv, _ 0 8% _ 0 e analoghe in y
- - cartesiane — —
dxr Oy Ox ox
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Sistemi di coordinate curvilinee

e Consideriamo adesso un sistema di coordinate polari Le CO(“POHCHTi
e Ripetiamo gli stessi ragionamenti cartesiane sono
e Il vettore posizione r & individuato da due parametri rcost
e Le coordinate polari r,0 7 sin 0
e Se utilizziamo le coordinate polari, come sono definite T = (r,0)
le componenti ? rsin@
e Quali sono le componenti di un vettore v applicato in (r,0)? TC'OSQ >

e Possiamo tracciare due famiglie di curve

e In coordinate cartesiane le curve in rappresentazione
parametrica sono

Ty

cos 6 CcoS 6%

— T r =r

sin @ Sin 95

e Fissato r=r, facciamo variare 6 in (0, 27)
e Analogamente fissiamo 0 = 0, e facciamo variare r in (0, +00)
e Abbiamo ricoperto il piano con un grigliato di curve

e Troviamo adesso le tangenti alle curve

or cos or —sin 6
t?‘ - — . ta - — = r

or sin 0 00 cos 6
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Sistemi di coordinate curvilinee

or cos 6 X or —sin 6
ro 5 | siné

t - —
0 00 " cos 6

e Calcoliamo i versori dividendo per i moduli

e |tr| — 1 |t9| =T
A t cos 0 A t —sin 0
e = L = e — _0 —
r . 2]
‘tr‘ sin 0 ’t9’ cos

e I versori definiscono localmente due assi ortogonali
e Le proiezioni (locali) di v sui due assi definiscono
le componenti del vettore in coordinate polari
e Le componenti di v sono (v = |v|)
v = vsinf v, = vcosl
e Attenzione: il vettore v & sempre lo stesso (& un vettore costante)
e Le sue componenti cambiano in funzione dell'angolo polare del punto di
applicazione
e Le componenti dipendono dal punto di applicazione!
e Il caso delle coordinate cartesiane & molto particolare
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Sistemi di coordinate curvilinee

e Sottolineiamo le conseguenze del fatto che le componenti A
del vettore dipendono dal punto di applicazione e,

e Consideriamo il vettore costante in coordinate cartesiane

(2, 9,) [%‘ (5, Y5) [Ur
v(T,y,) = vIiZ,,Y,) = )
. fuy ’Uy
e Si ha

v(z,y) =v.e, +uve

ov v . ge O, O,
= =6, 40, =+ —Lé +u,—L =0

0 0 0 oxr "’ o, . .
o Le compon:nﬁ sor?; costanti ' ' / \ - _[(1)] K _[(1)]

0 0
% = Ov, =0 T 0 . 0 inoltre —= — ¢ ‘
Ox Ay Ox Ay Ox Ox dy Ay

e Nel caso del vettore costante in coordinate polari

v =wvsint v, = vcost v(r,0) = € vsinf + e,vcosf
e Si ha
ov  Ov . de dv, . Jde ov Ov
= _—'e +v —+_—te 4y 1 " — pcosh =0 —L = —psind = 0
00 98 "~ o6 0 " " o6 |08 0

e Dobbiamo inoltre calcolare le derivate dei versori
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Sistemi di coordinate curvilinee

ov ov_ . de ou, . e Ov ov
—=—Le +v —L+—Le + v g r —pcosf =0 —L = —psinf = 0
900 90 " 00 90 " T 00 | 96 96
e Ricordiamo i versori
X cos 0 X —sin 6
e — ) e —
e Abbiamo " |sind " | cosf
Oe —sin . Oeé —cos 6 .
—r — — 69 _0 — . — _e’i"
06 cos 06 —sin 6
e Introducendo nella derivata di v
a_v = vcosbe -+ vsinfle, — vsinfbe, + fucosé?(ér) =0
90 ov
e L'altra derivata & piu semplice perché non ci sono dipendenze dar — =0
r

e Concludiamo dicendo che in coordinate polari la variazione delle componenti di
un vettore contiene anche le variazioni dovute al sistema di coordinate

e In una legge fisica le derivate devono esprimere variazioni legate a fenomeni
fisici non a effetti geometrici del sistema di coordinate

e Per questo le leggi fisiche si enunciano utilizzando i vettori
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Sistemi di coordinate curvilinee

%Xk

e Generalizziamo quanto fin qui detto a un generico sistema di coordinate
curvilinee

e Il passaggio da un sistema cartesiano (z;,z,,2;) ad un sistema di coordinate

curvilinee (u,,u,,u;) & definito dalle leggi di trasformazione T,
T, = f;(ul,ug,%) T, = fQ(ul,uwug) T, = j‘;(ul,umu?’) r T,
e Facendo variare u, tenendo costanti le altre due coordinate v, e u,, il T,
punto r descrive una griglia di assi di coordinate curvilinee
e Lo spostamento infinitesimo &
or or or
dr = —du, + —du, + —du,
du, ou, du,
Or
e Le tre derivate t = —— sono i vettori tangenti alle curve degli assi
coordinati 9, U,
e Non sono necessariamente vettori di norma 1
. 1 Or or
e Si definiscono i tre versori e, =—— h = ‘tk‘ = |—
h, Ou, du,
e Se i tre versori sono ortogonali il sistema di coordinate & ortogonale
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Sistemi di coordinate curvilinee e

o L'elemento di lunghezza diventa
dr = he du, + he,du, + he.du,

e Il quadrato del modulo
3

dr* = Z g, dudu. g, = hhe, e

1,7=1

e Se il sistema di coordinate curvilinee & ortogonale i versori sono ortogonali
€ e =0 dr? = hldu; + hidu; + hidu;

o L'elemento di volume si ottiene con un prodotto triplo (coordinate ortogonali)
dV = t,du, - (t,du, X t.du,) dV = hhh,du du,du,

17273

e Infine abbiamo visto (diapositiva 92) come calcolare I'elemento di superficie
vettoriale (coordinate ortogonali)

da1 — 1, X t3du2du3 da2 — t, X tldugalu1 ala3 = t, X tgdulalu2
ala,1 — /7J2h3du2du3 da2 — hghldugdul da3 — h1h2duldu2
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Sistemi di coordinate curvilinee

e Per concludere definiamo due dei piu importanti sistemi di coordinate curvilinee

e Coordinate cilindriche (u, = p, u, = ¢, u; = 2) z, h
r, = pcosQ =T, = psing r, —z T =|,
9, ) 1 L3
t,=—  h=|t] & =—t
- Ou, | | h,
hy ="h, =1 h, =h, =p h, ="h =1
coscﬁ} [—sincp [O]
e, =|sing e, = | coso e. =10
0 0 1
dr* = dp® + r’d¢” + dz°

e Coordinate sferiche (u, = r, u, = 0, u; = ¢)
r, = rsinfcos¢ =z, = rsinfsing x, = rcost

sin 6 cos ¢

e = [sm fsin ¢

cos

cos f cos ¢
e, = r| cosfsing

—sind

e

sin @ cos ¢

0

{sin@singb
=r
(0]

X

ho=h =1

h, = h, =r

h,3 — h = rsind
K 0]

dr? = dr’ + r°d0” + r* sin” ¢pd o’
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Soluzione di equazioni differenziali e

e Consideriamo una equazione molto semplice e nota

d’f (= df (x
d:C(Q ) — —f(a;) con le condizioni iniziali f(()) — 0 f’(:z:) _ d(:z: ) _ 1
e La squzuone a questa equaznone si trova utilizzando una serie infinita
( ) Za " = ay + Za z" per la condizione iniziale f( ) =aq, =0

o La der'lva'ra prima e
flz) = Zna 2" =a, + Zna z" ' per la condizione iniziale f'(0)=a, =1

. Calcollamo mfme la der'lva'ra seconda
2 00
a7y = Zn(n - 1)%1’”_2
de n=2
e Modifichiamo la serie per rendere piu esplicita la potenza di =

de* (5

2 00
LY (n+2)(n+1)a, 0

2
dI n=0
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Soluzione di equazioni differenziali e

00 d2 o0
f(a:): Z%anx" #-2}(n+2)(n+1)an+2$” a, = 0 a, =1

e Scriviamo |'equazione differenziale utilizzando le due serie

df(:c) :—f(:lr) —> ;(n+2)(n+1)an+2x” :_nfjo%ﬂfn

dz?

e Raccogliendo i coefficienti della stessa potenza z”

N n+2)n+1l)a, ,+a, |z" =0 n+2)(n+1la,,,+a =0

— + +
a — — U 0, = —20 — vale per tutti gli indici pari
n+2 ( —I—Q)( _|_1) 2 5 P g P

T T

a :_i —_l a. = — CL3 _ 1 _l

3 3.2 3l 5.4  5.4.3.2 5!

3 5 x (=1)" 2! Questa serie ha un nome

flz zl—x——l—x——l—...:

( ) 3! 51 T;) (QnJrl)! f(m)zsin(at)
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Soluzione di equazioni differenziali

e Osservazioni
e Conosciamo la funzione sinx e le sue proprieta dalla trigonometria
e Si tratta di una funzione trascendente
o Non ¢ esprimibile tramite un numero finito di funzioni elementari
e E definita dall'equazione differenziale

e Le sue proprietda possono essere ricavate indipendentemente dalla
trigonometria

e Con una interpretazione astratta la soluzione trovata puo essere vista come
e Generalizzazione a dimensione infinita dello sviluppo di un vettore rispetto
ai vettori di una base
vV =aqu, +au, + ... f(x):a,lul(:r)+a2u2(az)+...
e Le funzioni f(x) sono i "vettori"
e I monomi u,(x) = z* sono i vettori della "base"
e Molto piu che una semplice analogia
e I monomi z* non hanno particolari proprieta
e Si possono usare altre funzioni come base
e Ad esempio u,(x) = sinkz insieme a wy(x) = coskx
e Conducono alla serie di Fourier
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