
Lezione 8   
S*ma di Parametri per Intervalli 



Intervalli di Confidenza 

  S*me puntuali di un parametro in talune situazioni  sono del tu9o 
inadeguate.  Come per esempio quando l’incertezza sta*s*ca sulla misura 
è molto più grande del valore centrale  s*mato  o s*me (frequen*ste) di 
un parametro in regioni non fisiche (comprendendo pure  l’incertezza 
della misura).  In altri  casi è fondamentale tener conto delle code delle 
distribuzioni   

  In simili situazioni si preferisce dare  una s*ma del parametro per 
intervalli. Cioè ripetendo più volte l’esperimento col MC  si determina 

      la frazione di  esperimen* in cui il valore vero cada in un determinato 
intervallo (intervalli frequen*s*) 

  Anche in questo caso bisogna introdurre una sta*s*ca che mi perme9a di 
fare una s*ma per intervalli. Devo quindi cercare un buon s*matore per 
intervalli 

    Vediamo ora un semplice esempio per capire il problema. 
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Intervalli di Confidenza 

  Supponiamo di aver fa9o n misure x1, x2, .., xn  di una variabile casuale 
con distribuzione gaussiana con media μ non nota  e varianza  σ2 nota. 

   La s*ma ML di μ  è data dalla media   aritme*ca: 

   La quan*tà                            segue una distribuzione gaussiana standard 
        N(0,1).  

   La p.d.f. della variabile  z  è data da: 

  Qual è la probabilità  che z cada tra due  valori scel* arbitrariamente, per 
esempio tra ‐1.96  e 1.96 ? 
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Intervalli di Confidenza 
    Quindi  z ha il 95% di probabilità di trovarsi tra ‐1.96 e 1.96 

   z>‐1.96  implica 

  z< 1.96 implica 

  e quindi:                                                                                     che interpreto cosi: 

  Estraendo campioni di n misure dalla distribuzione normale con media  non 
nota e varianza nota abbiamo il 95% di probabilità che il valore medio vero  

      e incognito μ sia compreso nell’intervallo:   

  Questo intervallo lo chiamiamo intervallo di confidenza ad un livello di 
confidenza di 0.95 (o del 95%) 

   In modo analogo si possono calcolare intervalli di confidenza a livelli di 
confidenza del 90%, 99%, ecc . E si possono calcolare intervalli di confidenza 
non solo per la media ma anche per la varianza e per media e varianza 
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Intervalli di Confidenza 
  Consideriamo intervalli di confidenza classici. Supponiamo di aver fa9o n 

misure  x1, x2, .. , xn di una variabile casuale X 

  U*lizziamo uno s*matore       e sia             il valore s*mato del parametro. 
Supponiamo di conoscere  la p.d.f. di questo  s*matore : 

  Qui il valore vero θ è preso come parametro. Per ogni valore di θ  riesco 
      a calcolare la p.d.f. dello s*matore o in forma anali*ca e mediante simulazione 

Monte Carlo 

  Nota la p.d.f. dello s*matore  posso calcolare  uα  (che dipende dal valore di θ) 
tale che sia α la probabilità di osservare un valore maggiore o uguale ad uα : 

      con G(uα(θ); θ) c.d.f. dello s*matore 
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Intervalli di Confidenza 
  Analogamente possiamo determinare il valore νβ tale che sia β la probabilità di 

osservare un valore minore o uguale a νβ : 

   Al variare di θ,  uα  e νβ  descrivono  due curve .  
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Intervalli di Confidenza 

  La regione compresa tra queste due curve è de9a fascia di confidenza 
(confidence belt) 

   Per costruzione si ha che per qualunque valore di θ (quindi anche per il 
valore s*mato  del parametro) vale la relazione: 
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Intervalli di Confidenza 
   Con buoni s*matori si può assumere che le due funzioni uα e νβ siano 
       monotone crescen*.   Invertendole si ha: 

                           implica                         e                            implica    

   Da queste relazioni segue che                                       e     

   E quindi:  

   Si no*  che queste relazioni valgono indipendendentemente dal valore vero di 
θ che non è  conosciuto.  

  Se indichiamo con a e b i valori corrisponden* al valore del parametro  
effekvamente osservato  θoss (vedi la figura slide precedente) allora si ha 

                                       P( a ≤ θvero ≤ b) = 1 – α ‐ β  
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Intervalli di Confidenza 
  L’intervallo [a, b]  è  de9o intervallo di confidenza ad un livello di 

confidenza (CL) di 1 – α – β 

   Frequen*s*camente significa che  ripetendo più volte l’esperimento 

       in una frazione 1‐ α – β (probabilità di copertura) di esperimen* il valore 
vero del parametro θ sarà contenuto nell’intervallo [a, b] 

   L’intervallo di confidenza non è univocamente determinato dal livello di   

       confidenza. La scelta spesso ado9ata è di prendere α = β = γ/2.  Un  

       intervallo di questo *po è de9o  intervallo di confidenza centrale con un 

       livello di confidenza  1 ‐ γ   

   Si no* che  dall’ugualianza α = β non significa che a e b siano equidistan* 
dal valore s*mato ! 
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Intervalli di Confidenza da un lato 
  Talvolta sono richies* intervalli di confidenza da un solo lato.  Ad esempio 

      a è il valore vero del parametro θ  e θoss il valore osservato.  Sia   α la 
probabilità di osservare valori del parametro maggiore di quello 
effekvamente trovato  θoss.  a in questo caso è il limite inferiore 
dell’intervallo di confidenza.  CL = 1 ‐ α 

   Per determinare questo limite inferiore 
       bisogna  risolvere per a la relazione: 

    Analogamente si determina un limite  
        superiore  risolvendo per b: 
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Intervalli di Confidenza per S*matori a Distribuzione 
Gaussiana 

  Primo caso  importante: la p.d.f. dello s*matore  segue una distribuzione 
gaussiana.  Supponiamo che di questo s*matore conosciamo la varianza 
mentre dobbiamo s*mare il suo valore 

   Questa c.d.f. può essere scri9a mediante la c.d.f. della gaussiana standard 

  Quindi  l’intervallo di confidenza [a, b] ad un CL di 1 –α – β si okene 
risolvendo  per a e b le due equazioni  (vedi slide precedente):   
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Intervalli di Confidenza per S*matori a Distribuzione 
Gaussiana 

   U*lizzando i quan*li della gaussiana standard Φ ( che si o9engono 
invertendo questa funzione ) si ha: 

       Per  simmetrizzare le soluzioni si sfru9a il  fa9o che Φ‐1(β) = ‐ Φ‐1(1‐β) 
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x  x 

Fig. a: Relazione tra quan*le 
Φ‐1  e CL per un intervallo di 
confidenza centrale 

Fig. b : Relazione tra quan*le 
Φ‐1 e CL per intervallo di  
confidenza da un solo lato 



Intervalli di Confidenza per S*matori a Distribuzione 
Gaussiana 

   Consideriamo intervalli centrali  : α = β = γ/2  . Il CL = 1 – γ spesso  
       è dato per valori interi (e piccoli ) del quan*le Φ‐1(1 – γ/2) = 1,2,3 , .. . 

   Analogamente per un intervallo di confidenza ad un solo lato il CL = 1‐ α   
       è dato per valori interi piccoli di Φ‐1(1‐α)  

  L’intervallo di confidenza centrale col quan*le uguale ad 1 corrisponde 
all’intervallo di una σ a9orno al valore osservato (area so9o la curva pari 
al 68.3%); col quan*le uguale a 2 corrisponde ad un intervallo a 2 σ, ecc  

  h9p://www.tutor‐homework.com/sta*s*cs_tables/sta*s*cs_tables.html 
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Intervalli di Confidenza per S*matori a Distribuzione 
Gaussiana 

   Un altro modo di dare  l’intervallo di confidenza  centrale è  di considerare  

        intervalli di confidenza con  CL di 0.90, 0.95, 0.99.  (90%,  95%, 99%).  A    

        ques*   livelli di  confidenza corrispondono quan*li pari a 1.645, 1.960 e  

        2.576 .  

   Analogamente per  intervallo di confidenza ad un solo lato (a destra)   

        con CL del 90%, 95%, 99% .  I quan*li in ques* casi sono 1.282, 1.645 e   

        2.326 
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Intervalli di Confidenza per S*matori a Distribuzione 
Gaussiana (ma con Varianza non nota) 

    Supponiamo ora che la varianza dello s*matore non sia nota a priori  

        ma calcolata dai da*. 

    In questo la varianza dipende dallo s*matore.  La c.d.f. dello s*matore 
        (dove al posto della varianza nota si me9e quella s*mata dai da*) non  

        ha relazione semplice con la c.d.f. della gaussiana standard. E non  

        potremmo usare i risulta* appena vis* (dove la  varianza è supposta   

        nota) 

   Se la sta*s*ca del campione è molto elevata allora possiamo benissimo  

       usare la varianza calcolata dai da*  e  u*lizzare il procedimento appena   

       visto  con l’uso dei quan*li della gaussiana standard  
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Intervalli di Confidenza per S*matori a Distribuzione 
Gaussiana (ma con Varianza non nota) 

   Se  il  campione è di dimensioni piccole (n misure) possiamo considerare    

       le   due variabili  Z e U. 

   Anche se non conosciamo σ, questa variabile segue una  distribuzione  

       N(μ, σ2)  

   La  variabile U è definita cosi:                                  dove s2 è la varianza del  
       campione : 

   La variabile U segue una distribuzione del χ2 con  n – 1 gradi di libertà 

16 



Intervalli di Confidenza per S*matori a Distribuzione 
Gaussiana (ma con Varianza non nota) 

   Le due variabili Z e U sono tra di loro indipenden* ed il loro rapporto 
        è una variabile casuale che  segue una distribuzione t di   Student    
        con n – 1 dof:     

  La distribuzione t di Student è simmetrica a9orno al valore t = 0 e per 
questo mo*vo generalmente l’intervallo centrale è preso simmetrico 
a9orno a questo valore : 

  Questa  si può scrivere anche cosi: 

      dove 1 – γ è il livello di confidenza scelto. Fissato il  CL = 1‐γ,  b  viene 
determinato dalle tavole ( dei valori cri*ci)  di t.   
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Esempio  
  Un test su 25 professori mostra un quoziente di intelligenza  (QI) di 

128 con una deviazione standard  di 15. Quali sono i limi* 
dell’intervallo di confidenza con un livello di confidenza del 95%  sul 
valore vero del valore medio di QI di tuk i professori? 

     Con scelta casuale dei professori, l’errore s*mato  sulla media 
sarebbe 15/√25 cioè 3. Assumendo una distribuzione gaussiana 

      il quan*le corrispondente al CL di 0.95 è 1.96. Quindi avrei il 
seguente intervallo [128 ‐3*1.96, 128 + 3*1.96]  cioè :  

                                            [122.1, 133.9] 

 Usando la la distribuzione t di Student, il dof = 24 e il valore cri*co  
per il CL del 95% con questo numero di gradi di libertà è 2.06. In 
questo caso l’intervallo di confidenza al 95%  è: 

                                            [121.8, 134.2] 
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Intervalli di Confidenza con S*matori a 
Distribuzione Poissoniana 

  In una distribuzione poissoniana (come in generale nelle 
distribuzioni discrete)  gli integrali nelle equazioni che definiscono la  
la fascia di confidenza devono essere sos*tui* da sommatorie 

  Inoltre  date  le due probabilità α e β non sempre è possibile 
inver*re le due equazioni e trovare i limi* a e b dell’intervallo di 
confidenza 

  Possiamo inver*re le due equazioni  richiedendo che α sia uguale 
alla probabilità che lo s*matore dia un valore uguale o maggiore a 
quello effekvamente osservato. Analogamente β deve essere alla 
probabilità che lo s*matore dia un valore uguale o minore a quello 
effekvamente osservato 

  Questo meccanismo allarga (per inver*re le due equazioni ) 
l’intervallo di confidenza sovras*mandolo 
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Intervalli di Confidenza con S*matori a 
Distribuzione Poissoniana 

  Supponiamo che il valore osservato di una variabile poissoniana sia  noss  

       Si ha quindi: 

   Queste equazioni diventano: 

  Da*  noss , α e β, queste equazioni si possono inver*re, determinando  

      a e b. Per questo  calcolo  

      si può  usare la relazione: 
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Intervalli di Confidenza con S*matori a 
Distribuzione Poissoniana 

     dove fχ2 e Fχ2  sono p.d.f. e c.d.f. del χ2  con nd dof 

    Le soluzioni di queste equazioni sono: 

   Osservando n = 0  il limite inferiore dell’intervallo non può essere  

      calcolato. 

    In questo caso il limite superiore  b si calcola con  

        che si riduce a  b = ‐ log β.  Con un CL del 90%  

        (β=0.10), si ha b = 2.30. Questo rappresenta i limite superiore ad     

        un livello del 90% nel caso che in un precesso poissoniano si  

        osservino 0 even*    21 



Limi* Poissoniani 

22 

Limi* inferiori e superiori  per diversi valori di n osserva* 



Intervalli di Confidenza con Funzioni ML o χ2 
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   La p.d.f. di uno s*matore di  ML di un grande campione di da* è   
     gaussiana: 

   In queste condizioni limite anche la funzione di likelihood ha una  
      distribuzione gaussiana a9orno al valore s*mato con la stessa varianza  
      della p.d.f. dello s*matore: 

   Noi abbiamo già visto che diminuendo  di N2/2 il valore di  log L  dal  
      suo valore massimo il parametro θ varia di ± N deviazioni standard: 



Intervallo di Confidenza con ML 



Intervalli di Confidenza con Funzioni ML o χ2 
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   Quindi se mi abbasso di 0.5 rispe9o al massimo,  i pun* sulla logL   
      danno un intervallo centrale di confidenza al CL del 68% (± 1 σ). Se mi  
      abbasso di 1.645/2  o9engo un intervallo al 90% CL, ecc 

   Se il campione di da* non è elevato la logL non è gaussiana.  Allora  
      l’intervallo  [a, b]  non è simmetrico  e si scrive  : 

     dove  

   Considerazioni analoghe valgono con il χ2: 



Esempio di Likelihood non Gaussiana 

Se il campione di da* non è sufficientemente elevato, la LF  L non è 
gaussiana  e  la logL non è parabolica: gli intervalli di confidenza  che si 
o9engono sono asimmetrici 



Limi* Sulla Media di Variabile 
Poissoniana 

   Abbiamo già visto i limi* di una variabile poissoniana ma il campione di  
      da* era pensato cos*tuito solo da even* di segnale mentre spesso il   
      campione di da* con*ene even* di segnale ed even* di fondo  

   Even* di fondo somigliano al segnale e sono presi come segnale.  

   Se ns è il numero di segnali e nb il numero di even* di fondo,  il numero  
      totale di even* del campione è:  n = ns + nd  

   ns e nb  sono variabili poissoniane con valori medi νs e νb 

   Supponiamo di sapere (per esempio tramite even* MC ) che νb sia noto 
      e con incertezza  zero! (Se questo non è vero il problema si complica) 

   Se osservo n even* e so che in media νb  sono da considerare fondo,  
      quali sono gli intervalli di confidenza che mi aspe9o per νs ? 



Limi* Sulla Media di Variabile 
Poissoniana 

    La variabile n segue questa distribuzione poissoniana: 

   νb è noto,  la s*ma per νs è data da: 

   L’intervallo centrale di confidenza con noss even* osserva* si    
      ha risolvendo per  νslo  

      e νsup  le equazioni: 

   Tenendo presen* le soluzioni già trovate nel caso di fondo nullo, allora  
      la soluzione di questo sistema  di equazioni è : 



Limi* Sulla Media di Variabile 
Poissoniana 

    Se il numero totale di even*  osserva* noss non è grande rispe9o al  
       valore aspe9ato degli even* di fondo, le flu9uazioni negli even* di  
       segnale e di fondo possono portare a valore nega*vi del numero di  
       segnale  (ed eventualmente dell’intero intervallo di confidenza) ! 

   Questo vuol dire che si sta cercando un segnale in un campione che non  
      ha la sensibilità  adeguata  per la misura che si vuole fare 

   Problema analogo si ha quando si misura una grandezza fisica che ha  
      valore  ~nullo (*po la massa del neutrino)  per il quale lo  
      s*matore s*ma un valore nega*vo (non fisico) 



S*matori Bayesiani di Intervalli 
     In senso frequen*sta io rifaccio una misura tante volte  e in una frazione  
        del 95% di casi il valore vero e non noto, si trova in questo intervallo: 

   Dal punto di vista bayesiano ciò non ha senso perché l’esperimento non è  
      ripe*bile. La quan*tà che sto misurando non ha un valore vero ma è una    
      variabile casuale la cui  distribuzione rifle9e il  grado di fiducia che io   
      associo al valore della variabile.  Questa distribuzione è data da: 

       essendo  x1, x2, .. , xn   le n misure fa9e della variabile X  

   La probabilità  che il valore θ da s*mare sia compreso tra [a, b] ad un livello  
      di confidenza γ  è dato da : 



S*matori Bayesiani di Intervalli 
   Questo intervallo [a, b] è de9o intervallo bayesiano di confidenza ad un  
      livello di confidenza γ (o anche intervallo di credibilità con probabilità γ) 

   La condizione vista non individua l’intervallo in modo univoco. Spesso a  
      questa condizione di aggiunge che la distanza b‐a sia minima 

   Nella distribuzione finale spesso la distribuzione iniziale è presa costante. 
       Per esempio la si prende uguale ad 1 in zona fisica e zero altrove. 
       Questa  costante insieme al denominatore (costante) è inserita nella  
       normalizzazione ad 1 della likelihood 

   In questo modo la p.d.f.   finale diviene la funzione di likelihood  e l’intervallo 
      bayesiano  si okene integrando la likelihood nell’intervallo considerato 



S*matori Bayesiani di Intervalli 
   Un limite superiore (bayesiano) al  CL di γ si okene integrando la   
      likelihood  normalizzata ad 1 dallo zero sino al punto A in modo tale  
      che l’area integrata sia una frazione γ  della area totale so9o la   
      likelihood:  

   Se la likelihood ha iniziali valori nega*vi l’integrazione  è fa9a a par*re  
      dai valori posi*vi  della likelihood   

   Si no* che nella sta*s*ca frequen*sta bisogna prima definire uno  
      s*matore  e poi col suo tramite si costruisce  l’intervallo di confidenza  

  Nella sta*s*ca bayesiana non è necessario introdurre uno  s*matore e  
     l’intervallo di  confidenza è estra9o dire9amente dai da* mediante la 
     likelihood 



S*matori Bayesiani di Intervalli 
 Inoltre la sta*s*ca frequen*sta non u*lizza affa9o l’informazione iniziale 
      Quindi se il parametro da s*mare è il cosθ il bayesiano pone  costante la  
      prior tra ‐1 e 1 e 0 altrove. Il frequen*sta non pone alcuna condizione. 

   In questo modo per piccoli campioni di da* al frequen*sta  può venire un  
      intervallo in zona completamente “non fisica” 

   In generale per grandi campioni di da* la distribuzione finale è dominata  
      dalla likelihood e gli intervalli di confidenza o9tenu* con i due metodi sono 
       confrontabili tra di loro 

   Questo non sempre è vero e comunque non è generalmente vero per  
      piccoli campioni per i quali gli intervalli di confidenza calcola* possono 
      essere  molto diversi 

   Bisogna sempre dire come è stato calcolato l’intervallo di confidenza e se  
       calcolato in modo bayesiano bisogna specificare il *po di prior u*lizzata  


