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Misure Sperimentali

* Mediante esperienze o esperimenti misuriamo
grandezze fisiche. Misure sempre affette da errore 2>
la misura di una grandezza fisica e una variabile
casuale!

e Talvolta le misure sperimentali servono a verificare
determinate relazione tra grandezze fisiche

* Dalle misure fatte noi vogliamo estrarre informazioni
sulla grandezza fisica misurata o sulla relazione tra
grandezze fisiche che stiamo studiando



Uso di Tecniche Statistiche

La statistica € un ramo della Matematica Applicata.

Tecniche statistiche per estrarre informazioni dai dati
sperimentali sono oggi di base in ogni settore della
attivita umana.

Le tecniche statistiche sono nhumerose e il loro utilizzo
dipende dal settore di applicazione.

Noi ci riferiremo ad alcune tecniche comunemente
usate in Fisica (in particolare con esempi dalla Fisica
Sub-nucleare ) ma di generale applicazione in molto

altri campi!



Statistica Descrittiva

* Sioccupa della classificazione e sintesi delle informazioni relative
ad un determinato campione di dati. In modo conciso si
sintetizzano i dati con pochi numeri o grafici.

* Lasintesi porta alla perdita di una parte dell’informazione. Bisogna
scegliere di volta in volta |la parte di informazione che ci interessa,
eliminando quella non necessaria.

* Gli strumenti utilizzati sono essenzialmente di tre tipi:
- Tabelle
- Grafici (come diagrammi a barre, a torta, istogrammi, ecc)
- Indici sintetici: come quelli di posizione (come media,mediana,
moda, varianza, deviazione standard, ecc)

Noi non ci occuperemo di statistica descrittiva



Statistica Inferenziale

La statistica inferenziale utilizza il campione di
dati per fare previsioni di tipo probabilistico sulla
popolazione da cui il campione e tratto.

E senza dubbio la parte di statistica di maggiore
Interesse.

Le aree principali dell'inferenza statistica sono la
stima dei parametri e |la verifica delle ipotesi

(di cui ci occuperemo in questo corso).

L'inferenza statistica puo essere di tipo deduttivo
oppure induttivo



Inferenza Deduttiva

e Con inferenza deduttiva si deducono informazioni da altre
accettate come vere. Ad esempio:

1) Ogni triangolo rettangolo ha un angolo interno di 90°
2) Il triangolo A e un triangolo rettangolo

Per inferenza deduttiva da queste due ipotesi concludo
che il triangolo A ha un angolo interno di 90°

e Le conclusioni dell’inferenza deduttiva sono conclusive.

 |'inferenza deduttiva e usata in Matematica nella
dimostrazione dei teoremi



Inferenza Induttiva

* E detta popolazione la totalita degli element
oggetto della nostra indagine. Campione € un
numero finito di elementi presi da una popolazione.

e Spesso |'analisi estesa all’intera popolazione e
impossibile o poco pratica. Si pensi al controllo di
qgualita che spesso e distruttivo, o all’analisi su un
campione di qualcosa che si vuole applicare a tutta
la popolazione.

* l'inferenza statistica induttiva permette di attribuire
alla popolazione il risultato ottenuto sul campione.



Inferenza Induttiva

L'inferenza induttiva e quindi il passaggio dal
particolare (misura sul campione) al generale

proprieta della popolazione.
La generalizzazione non e mai assolutamente certa!

L’analisi statistica permette di associare un grado di
incertezza ad ogni inferenza induttiva.

Piu il campione (casuale) € numeroso, minore e
I'incertezza statistica dell’inferenza fatta.



Probabilita

Impostazione assiomatica della teoria della probabilita
dovuta a Kolmogorov (1933).

La teoria si occupa di entita astratte che nello sviluppo
della teoria non necessitano di alcuna interpretazione.

Sia S lo spazio, detto campione, di tutte le possibili
misure di un esperimento.

Chiamiamo evento un sottoinsieme di S

L’evento e detto semplice se non puo essere |'unione di
altri eventi. Un evento non semplice e detto composto



Probabilita

* Ad ogni evento A di S associamo un numero reale P
(A) definito da questi 3 assiom:i:

1) P(A) =0 per VA
2) P(S)=1

3) Se due eventi sono disgiunti cioe e zero |la
probabilita che siavverisiaAcheB( AN B — ),
allora la probabilita che si avveri A oppure B ¢ la
somma delle corrispondenti probabilita :

P(A U B) = P(A) + P(B)



Alcune Proprieta della Probabilita

Se due eventi A A sono complementari [ AUA =5
allora P(A) + P(A)=1

0<P(A)<1

P(@) = 0 Evento che non si puo realizzare
Se A C B, allora P(A) < P(B)

Pl AUB)=PA) +P(B)-PAnNB;

Esempio: lancio una monetina due volte. Lo spazio

deglieventie : TT, CT, TC, CC. L’evento in cui la testa
appare una volta e :

I'rocrurec



Combinazioni

* Probabilita evento composto come somma delle
probabilita degli eventi semplici che lo costituiscono

(vedi postulato 3)

* Questo e particolarmente semplice quando gli eventi
semplici sono in numero finito e tutti con uguale
probabilita.

* Esempio: qual e |la probabilita che lanciando un dado si
abbia un numero pari ?

L’evento favorevole A si realizza con A ={2,4,6} percio
il numero di casi favorevoli e n(A) = 3

Quindi la probabilita che si realizzi A e:
P(A) =n(A)/n(S) = 3/6 =0.5



Combinazioni

Consideriamo n oggetti tutti diversi all’interno di una scatola.
Estraiamo r oggetti, uno alla volta e senza rimetterli nella scatola.
In quanti modi n, diversi si puo fare ?

n, = n(n-1)(n-2) ....... (h—r+1) =nl/(n-r)l =D,
con nl=n(n-1) (n-2)--- 1; 0l =1

D, . sono dette disposizioni di n oggetti di classe . Queste
disposizioni differiscono sia per gli oggetti che contengono sia
per 1’ordine 1n cu1 appaiono questi oggetti.

Se non tengo conto dell’ordine 1n cui appaiono gli oggetti,

dovro dividere D, . perr! cioe peril numero di permutazioni
degli r oggetti



Combinazioni

! J | o« e . .
. ‘r) _ P Coefficiente binomiale
\ 7 ! ‘n r)ir!

 Esempio-1: Il numero di combinazioni di 3 oggetti di
classe2 e 31/(3-2)!2!1=3

* Esempio-2: Con un mazzo di carte di bridge (52 , ...,
carte) il numero di mani (13 carte) possibili e: ',_: Y,

La probabilita di avere una mano con 5 quadri, 5 picche, 2
cuori e un fiori e:
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Probabilita Condizionale

Siano A e B eventi del campione S e sia P(B) # 0 Si definisce probabilita
condizionale P(A | B) la probabilita che si realizzi A supponendo che si sia
realizzato B (probabilita di A dato B) :

P(A| B) =" ':;_ ;_,B:
(53!

| due eventi si dicono (statisticamente o stocasticamente) indipendenti se
P(ANB) = P(A) - P(B)

Per eventi indipendenti siha P(A | B)=P(A) e P(B | A)=P(B)

Esempio: Un dado e lanciato due volte. Sapendo che il punteggio totale sia 6,
qgual e la probabilita che il punteggio del primo lancio sia 3?

- Sia A evento punteggio totale 6 e B evento punteggio primo lancio 3. Eventi
possibili S=36
-Bventi At 4 - 01,50, (2.4).(3,3), (4.2), (5, 1))

- Eventi B B={(3,1).(3,2),(3,3).(3,4),(3.5).(3,6) }

AN B= (3.3) . P(A)= 5/36. P(AN B)=1/36 Quindi P(B | A) =1/5



Teorema di Bayes

Essendo ANB=BNA e 1):.“3 A\ ]’t:""j"j 1

A L
allora P(A)

P(A| B)P(B) = P(B| A)P(A)

P(B | A)JP(A)

I & i '

Quindi : P(A| B)

con P(A) #0,

Questa relazione lega le due probabilita condizionali. E nota
come Teorema di Bayes. E un risultato molto importante.

Questo teorema costituisce la base della Statistica Bayesiana



Legge della Probabilita Totale

Spazio campione S costituito da eventi disgiunti A,. S e dato
dall’'unione di tutti gli eventi A, ed inoltre P(A; | A) =0 per i#]j.
Sia P(A.) # 0 per ogni i.

Allora un arbitrario evento B si puo scrivere cosi:

B=BnNS=8BnN(UA;) = U; (BNA,]
Poiché B e ogni A, sono disgiunti, allora :

P(B) = P(U(BNA)) =) P(BNA)=Y P(B|A)P(A)

Questo risultato € noto come Legge della probabilita totale



1. Applicazione del Teorema di Bayes

Si hanno 3 contenitori, B1, B2, B3 :il primo contiene due monete d’oro, il
secondo ne contiene una d’oro e una d’argento, il terzo due monete
d’argento. Prendiamo una moneta da un contenitore scelto a caso. E una
moneta d’oro. Qual e |la probabilita che la seconda moneta dello stesso
contenitore sia d’oro.

Sia A evento presa moneta d’oro. Devo calcolare la probabilita P(B1 |A)

che io scelga il contenitore B1 con la condizione che devo trovare ancora
una moneta d’oro.

Probabilita condizionali di prendere una moneta d’oro nei contenitori :
P(A| B1)=1, P(A| B2)=0.5,P(A|B3)=0
Poiché abbiamo scelto il contenitore a caso:
P(B1) = P(B2)=P(B3)=1/3

Applicando il teorema di Bayes (e la legge della probabilita totale) si ha:

P(A| B )P(B) 1-1/3

P(B, | A) - -
T P B)P(B) 1 1B+ 121340173




2. Applicazione del Teorema di Bayes

e Contatore Cherenkov

Fascio di particelle costituito al 90% da pioni (1) e al 10% da kaoni (K). Il
contatore (a soglia) dovrebbe dare segnale solo perim. In pratica pero
risponde ai pioni nel 95% dei casi mentre per i K da conteggi spuri nel 6%.
(conoscenze a priori!)

 Se il contatore da un segnale (quindi per lui € un ) allora si ha:

P . Plsegnale ) - Pln)
7 | segnale) - : T v . —
P(segnale | w)P{n) + Plsegnale K)P(K)

0.95 - 0.90 — 00.3% Il questo caso e
0.95-0.90 + 0.06-0.10 s .
095+ 0.90 = 0.06-0.10 0.7 % la probabilita che sia K

 Se il contatore non da segnale(quindi dovrebbe essere un mesone K), allora:

Plnessunsegnale | K} - P(K)

P(K nessunsegnale) -

P(nessunsegnale | =) P(x) — P{nessunsegnale | K)P(K)
0.94 . 0.10
Di.0%

0.05 - 0.90 + 0.94 - 0.10

Vol



Probabilita come Frequenza relativa

Qualunque guantita che soddisfa ai tre postulati della teoria assiomatica
della probabilita di Kolmogorov puo essere interpretata come una
probabilita.

Esistono due interpretazioni di probabilita comunemente usate: sono
diverse e vanno tenute distinte!! Una probabilita e calcolata come
frequenza relativa e |'altra e una probabilita soggettiva.

Faccio n volte una misura e sia m il numero di volte che si verifica I'evento A.
Conn=>»x il rapporto m/n tende ad un numero che definiamo probabilita
P(A) dell’evento A .

Questa interpretazione della probabilita come frequenza relativa e la piu
usata (in particolare dalle scienze sperimentali).

La statistica che fa uso della probabilita frequentista e detta statistica
frequentista (o classica !!). E chiaro che in questa statistica si presuppone
che la misura (esperimento ) si possa ripetere piu volte.



Probabilita Soggettiva

L’'interpretazione frequentista della probabilita si basa sul presupposto che
la misura possa essere ripetuta. Ci sono situazioni in cui questo non € vero!

Per esempio lancio un dado e mi chiedo qual € la probabilita che in questo
lancio io abbia 3 (non in un lancio qualsiasil!) . O viene 3 (allora 100%)
oppure non viene (allora 0%)

Domani piove? Aspetto e vedo se piove. Qui posso esprimere il mio grado
di fiducia che domani piova oppure no. In questi casi la probabilita non puo
essere di tipo frequentista. Noi quindi dobbiamo pensare in questi casi al
grado di fiducia che noi assegniamo che una ipotesi si realizzi. NON piu’
spazio campione di eventi ma spazio campione di ipotesi che sono o false o
vere. Probabilita P(A) che si realizzi A e il grado di fiducia che noi abbiamo
che l'ipotesi A sia vera.

Consideriamo il teorema di Bayes e indichiamo con A l'ipotesi che una teoria
sia vera e con B |'ipotesi che I'esperimento misuri un particolare risultato
(dati). Possiamo scrivere che:

P(dati | teoria) - Plteoria)

j)l‘ dali

(teoria | dati)



Statistica Bayesiana

-----

misurando il coseno di un angolo e come prior metto che la misura deve
esseretra-1e +1;

P(dati | teoria): probabilita che si osservino i dati misurati supponendo vera
la teoria. Questa probabilita & detta verosimiglianza (o likelihood);

P(dati) € la probabilita di avere i dati misurati sia che la teoria sia vera sia che
la teoria sia falsa;

P(teoria | dati) : € la probabilita finale (o posterior) che la teoria sia vera
viste le misure sperimentali. Misura I’accordo della della teoria con i datj;

------

misura sperimentale che tramite la likelihood mi cambia la fiducia che
I"ipotesi considerata sia vera. Ottengo cosi la probabilita finale.



Statistica Bayesiana

La conoscenza parte da una ipotesi e tramite I'esperimento fa un passo in
avanti. L'esperimento migliora la nostra conoscenza. E quello che succede

nella vita quotidiana!!

La probabilita cosi definita e detta soggettiva. La scelta della distribuzione
iniziale € cosa abbastanza delicata;

Come vedremo in seguito per grandi statistiche la distribuzione finale e
dominata dalle misure (likelihood) e la scelta della distribuzione iniziale &
meno importante;

La statistica che usa questa probabilita soggettiva e detta Statistica Bayesiana;

La statistica bayesiana non viene usata solo per eventi unici e non ripetibili. in
pratica i bayesiani ritengono che non vi siano esperimenti ripetibili e che
qguesta probabilita soggettiva sia l'unica valida.



Statistiche Frequentista e Bayesiana

La statistica frequentista si e sviluppata nella prima meta del 1900 (Fisher,
Neyman ed altri). Questa statistica generalmente e detta anche Classica;

La statistica bayesiana e la prima ad essersi sviluppata (Bernoulli, Laplace,
ecc). Alcuni chiamano classica questa statistica;

E innegabile che in alcune situazioni e settori la statistica bayesiana sia
superiore a quella frequentista e molto piu usata;

Tentativi vari di fondere le due statistiche ma ancora con scarso successo.
Contrapposizione frontale e spesso molto faziosa!!

Rispondono ad esigenze diverse e secondo me sono da considerare
complementari . Vanno tenute ben separate e deve essere chiaramente

indicato il tipo di statistica usato in ogni applicazione. In genere noi
useremo la statistica frequentista.



Variabili Casuali

Una variabile & detta casuale (o aleatoria) se assume un valore reale distinto
per ogni elemento dello spazio campione.

Una variabile casuale puo essere a valori discreti, a valori continui o a valori
sia discreti che continui

Noi associamo alla variabile casuale la distribuzione di probabilita secondo
la quale la variabile casuale assume i valori possibili.

| dati possono essere di tipo quantitativo come le misure di un esperimento

| dati possono anche essere di tipo qualitativo (il colore delle auto, la
risposta ad un sondaggio, etc). In questi casi al dato qualitativo si associa un
numero e si fa una trattazione statistica dei numeri ottenut.



