Oscillazioni

Un sistema oscillante & un sistema la cui dinamica si sviluppa intorno ad un punto di
equilibrio stabile, caratterizzato da una osservabile il cui valore varia periodicamente nel
tempo sotto I'azione combinata di una inerzia e di un richiamo, ed eventualmente di una

forzante esterna e dell’attrito.

Questi fenomeni non si limitano alla meccanica (palline, molla e poco altro) ma
si ritrovano nel suono, nelle onde elettromagnetiche, in chimica, ....

Dinamica del punto materiale

Forza elastica

Equilibrio statico

Applichiamo a P una forza F; costante che

Q = ¢ mantenga la molla tesa con uno spostamento

: tante -

! | 3 costa (]‘I,(,)—,\‘
I{CI
I punti P e Q sono fermi
F, F F, K F| = - ]«‘2 ]: =- ]{1

Applicata Forza Forza Reazione
dall'esterno elastica -kx  elastica +kx  vincolare

Poiché anche la molla nel suo insieme & ferma la risultante
delle forze esterne deve essere nulla:

F+F,=0 — F=-F,

Per mantenere una molla libera deformata di una quantita x
dobbiamo applicare agli estremi due forze uguali e contrarie di modulo kx

Avete gia visto questo argomento con il prof Bersanelli:
http://cosmo.fisica.unimi.it/didattica/corsi/meccanica/#partell

Dinamica del punto materiale

Forza elastica

“Forza elastica”: una forza del tipo F'(x)=tkxu,

! k >0 costante elastica

W&» - Il modulo della forza & proporzionale allo

spostamento x
¢ - Il verso & sempre opposto a quello dello
WV spostamento
x Esempio: punto materiale all'estremo di
o — una "molla” (senza massa): F' =-k(l-1)) = —kx

(moto monodimensionale)
lunghezza a

—JVW'\AMAW' Accelerazione: lungo asse x riposo
X o 2
: F k d°x. Kk
o—s F A i=m— _1+_\.=0
. m m dar- m
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- Moto armonico semplice, con W, = —
m

m

. : ko _2m
Pulsazione e periodo: w, =, [— Ts—=2r.l—
m Wy k

Determinati dalla costante elastica e dalla massa del punto



Dinamica del punto materiale

Forza elastica
F(x)=~kxii, ix k
- aX K =0

I, dr’ m

mmmw’ Equazione del moto? T
‘ [ x= ASin(CUPt +¢) con W, Y
m

' ; Equazione della velocita?
= v = w,Acos(wyt + @)

Se assumiamo condizioni iniziali
SNV x(0) = x, Asing = x,

i B v(0)=0 w,Acosp=0
p=m/l2, A= x,

X = xysin(wpt +77/2) = x, cos(wWpt)

V= —wW,x, sin(W,t)

Dinamica del punto materiale

Forza elastica

Supponiamo una velocitd iniziale non nulla:

X0)=x,  v0)=v,

- Avremo ancora moto armonico

Asing = x, w.Acose=v x = Asin(w,t + )
4 0 P ¢ 0 ma con valori diversi di ampiezza
iniziale: e fase iniziale
Fase iniziale:
sing  _ x,

=% Xp
=— tang =—w, @ =arctan —w,
W,cos@ v, vy v,
Ampiezza:

Sfruttiamo sin® @ +cos” a =1

2 2
2
sin@+cosp=| 20| +| Y0 =1 = [y2+ Y0
@ 4 (A Aw, A x0+w}2)

Equazione del moto:

1/2
= .2 vé . %o
x(f)=| x; + sin| w,t + arctan| — w
0 2 P P

P Yo

Per v, =0 siritrovano i risultati precedenti  arctana —7/2 a— =



Oscillazioni

In queste tipo di fenomenologia quindi abbiamo:

e Una osservabile fisica il cui valore varia periodicamente nel tempo

e Limitiamoci al caso in cui queste oscillazioni sono sinusoidali

Ampiezza dell’oscillazione A

/\ / Lunghezza d’'onda A

Periodo T = A/ vel

1
frequenza v =—
T

. 27
pulsazione @ =—

T

[s]

vel

== [Ha=[s"]

—27v [Hz]=[s"]




Periodo T = A/ vel

[s]

vel

1
frequenza v =—=
T

. 27T
pulsazione w = -

fase @

- LHz= [s™]

—27zv [Hz]=[s"]

Matematicamente posso descrivere l'osservabile oscillante come una sinusoide

A(t) = A, cos(at + @)

A, = Ampiezza
. 27 1
Pulsazione o = e 2zv [Hz]=[s"]

Fase ¢ [Radianti]



Moto Armonico — Forza Elastica

Facciamo l'ipotesi di un sistema formato da una unica massa e una forza di richiamo che sia
proporzionale allo spostamento della massa rispetto alla posizione di equilibrio.

Questo e proprio il caso della molla, |a cui forza F e data da:

F=-k x  oppure F=-k, (d-d,)

Applicando le leggi di Newton ed eventualmente traslando l'origine dell’asse x = (d-d,)

F=ma = ma=-kx = a="Koy
m
d’x k k

E’ una equazione differenziale, che lega le derivate di una funzione con la funzione
stessa.
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d’x k.,
=— =% |X

La soluzione dell’equazione differenziale — =
dt m

e una funzione che, a meno di costanti moltiplicative, deve essere tale per cui la sua derivata
seconda sia uguale alla funzione stessa.

Conosciamo due funzioni che godono di questa proprieta: sono il seno e il coseno

Abbiamo quindi una combinazione lineare di due funzioni che soddisfano l'equazione
differenziale.

X(t) = a-cos(at) +b-sen(wt)
d *x(t)

ok —aw’ -cos(awt) —bw® - sen(wt) = —o’(a-cos(at) + b - sen(at) ) = —°x

Attenzione:

Fino ad ora non € stato risolto il problema da un punto di vista fisico: per il momento é stato
risolto matematicamente, cioe e stata identificata una classe di soluzioni che soddisfano
I’equazione differenziale. E’ cioe stata trovata una soluzione matematica.



d’ — _(&j X X(t) = a-cos(wt) +b-sen(wt)

—a-w®-cos(wt)—b-w?-sen(awt) = — (%j (a-cos(at) +b-sen(at))

Uguaglio tra loro 1 termini con il sen e quelli con il coseno

Ve

|—a-o”-cos(at) = —(&ja-cos(a)t) = o, =(&j
m

.

La soluzione matematica dice che il sistema oscilla alla frequenza w, (frequenza propria
della molla) definita come la radice quadrata del rapporto tra k, e la massa appesa. Non
sono ancora noti i valori delle costanti a e b.

E’ necessario quindi completare la descrizione del sistema fornita dall’equazione
differenziale, definendo le condizioni al contorno del moto




L'equa

I\

zione differenziale con la soluzione matematica si scrive come

ra :_[Hjx ﬁ
Wy = 1| —
m

| X(t) =a-cos(w,t) +b-sen(w,t)

La descrizione fisica del sistema richiede delle condizioni al contorno,
un possibile esempio puo’ essere:

X({t=0)=A ) Posizione iniziale X = A
v(t=0)=0 Velocita iniziale nulla
da cui

X(0) =a-cos(0)+b-sen(0) =a=A,
V(0) =—a- o, -sen(w,t) +b-w, -cos(w,t) =b-w, =0

La so

luzione quindi diventa :

X(t) =

A, -cos(aw,t) = A, -cos( %t)




Riassumendo:

Dato una massa (che ipotizziamo puntiforme) appesa ad una molla (che ipotizziamo ideale e di massa
trascurabile) che ha l'altro estremo fissato ad un punto (che ipotizziamo inamovibile)

La forza esercitata dalla molla sulla massa & una forza elastica F = —kx
Dove k € una costante propria intrinseca della molla

Il moto della massa € un moto ‘armonico’ descrivibile come una somma di due sinusoidi di uguale
pulsazione pari a

X(t) =a-cos(at) +b-sen(at) o= %

Nel caso particolare in cui si faccia partire la massa da ferma, in una distanza A rispetto alla posizione
di quiete, 'equazione oraria diventa:

X(t) = A, - cos( %t)

Il moto della molla quindi e perfettamente definito perche le osservabili Ay, k, m e t sono note e
perfettamente definite



Importanza della forza elastica

La forza elastica & associata ad una epergia potenziale U(x) = —(x — xp)*, con xo punto di equilibrio del sistema.

‘U(r)

|

Ogni moto di un sistema intorno al suo punto di equilibrio, per piccoli sposta- 'll
- " - - 1

menti puo essere approssimato dalla forza elastica. \ br—r ¥

| A vy
Esempio: oscillazione di atomi all'interno di una molecola, o di un cristallo. \ r, r

A E

Un esempio piu complesso: le onde sonore. Qui le molecole di un mezzo vibrano intorno alla loro posizione di

equilibrio, ed inoltre “trasmettono” il loro stato di vibrazione alle molecole vicine. L'argomento verra trattato in
seguito, ma qui ricordiamo che si tratta sempre di fenomeni legati alla forza elastica.

Un ulteriore esempio: le onde elettromagnetiche. Qui non si tratta piu di un fenomeno meccanico: le quantita che

oscillano sono il campo elettrico e il campo magnetico. Non sono spostamenti nello spazio, ma sono sempre regolate
da equazioni formalmente analoghe.

Marcello Fanti .. Esperienza molle 2014



Esperienza Molle 1 giornata

SCOPO: Misura della costante elastica k di 2 molle con il metodo statico e con
quello dinamico e ricerca e quantificazione delle non idealita.

Il sensore permette di acquisire con una accuratezza di 1 mm
e frequenza da 10 a 100 Hz (a voi la scelta) la posizione di una
massa posta sulla verticale ( h > 15 cm) del sensore

Caratteristiche tecniche del sensore .
Gamma del sensore: Da 0,15 a 8 metri (accuratezza =0,001m) 0,5 mm
Distanza minima: 15 cm; letture false se distanza minore

Impostazioni del commutatore di

gamma:
Impostazione del
carrello [Bamsy : Per il carrello o attivita a gamma breve
Impostazione della
persnm.: Per persone o attivita a gamma lunga

LED indicatore del bersaglio Nessun bersaglio rilevato. Riallineare il bersaglio

disattivato: e riprovare o utilizzare una tavola piatta e
riflettente (648-07373) come bersaglio per
migliorare il rilevamento.

Riflessioni superficiali: Inclinare il sensore fino a 510 gradi per evitare
riflessioni dalla superficie di un tavolo o
dallalloggiamento del sensore.




Metodo Statico

Misuro l'allungamento della molla al variare della massa appesa

Peso la massa e ottengo F = mg
Misuro l'allungamento e ottengo ‘X’
Estraggo K dalla relazione K = - F/x

Il sensore che abbiamo a disposizione misura la distanza tra il
sensore stesso ed il primo ostacolo incontrato

H Attenzione - a posizionarlo sulla verticale della molla
- ad orientarlo correttamente
- a non metterlo troppo vicino (H > 15cm) o
troppo lontano.

Notate che il valore misurato non e l'osservabile ‘x” presente

e nella legge elastica

sensore

F=—k-x



X=B-A —-H

Molla a riposo

Molla in tensione

sensore




Non e corretto usare i valori H misurati dal sensore all’'interno della formula F = - kx infatti 'osservabile
data dal sensore non rappresenta l'allungamento della molla ma la sua distanza dal sensore.
Bisognerebbe trasformare |'altezza dal sensore nel corrispondente allungamento della molla. Detta B
I'altezza della molla a riposo e A la lunghezza della molla allora si puo scrivere:

X=B—-A —-H

Nel caso in cui le lunghezze siano tutte misurate con una incertezza paria 0.5 mm allora

o(X) =402 +0% +0% =053 =0.85mm
-questa relazione introduce troppi errori, senza contare la possibile presenza di errori  sistematici

E’ pero’ possibile usare le differenze tra due misure

F,=mg=-kx =-k(B-A-H,)
F,=m,g =—-kx, =—k(B-A-H,)

Fl_ Fz = (ml_mZ)g :_k(Hl_ Hz)

Posso procedere in due modi differenti



Caso 1 - Si supponga di fare 4 misure (in pratica sono un po’ poche)

Massa | Misura Allungamento AM AH AH
M, HO B-A-HO M1 - MO B-A-H1-B+A+HO H1 —Ho k1
M, H1 B-A-H1 M2 - M1 B-A-H2-B+A+H1 H2 —H1 k2
M, H2 B-A-H2 M3 - M2 B-A-H3-B+A+H2 H3 —H2 k3
M, H3 B-A-H3 M4 — M3 B-A-H4-B+A+H3 H4 —H3 ka
Se M;-M, = M,-M, = M;-M, = M,-Mj cioé sono identici tra loro (statisticamente compatibili) allora sara
che anche Ho-H, = H;-H, = H,-H; = H;-H, cioe’ sono tra loro a loro volta identici

Di conseguenza posso ottenere piu valori di k con cui estrarre un valor medio e una deviazione

standard

Problema:

1 - Una misura ‘errata’ influenza due valori di k (c’e’ una correlazione)
2 — Per evitare le correlazioni ho bisogno di 4 misure per avere 2 stime di k




Caso 2

Si usano le differenze relative ed una regressione lineare

Massa | Misura Allungamento
Mo HO B-A-HO
M1 H1 B-A-H1
M2 H2 B-A-H2
M3 H3 B-A-H3

Osservabil
Massa
e
MO - MO B-A-HO-B+A+HO HO —HO x00
M1 -MO B-A-H1-B+A+HO H1 —HO x01
M2 - MO B-A-H2-B+A+HO H2 —HO x02
M3 - MO B-A-H3-B+A+HO H3 —HO x03

* Si sottrae a tutte le misure una misura di ‘zero’ che deve essere la piu accurata possibile
* Non bisogna misurare A e B
* In altra parole si sta traslando la retta Mg = k (B-A-H) in maniera che passi per 'origine

k
y=—x
g

AM AH
0 0
M1-MO | H1-HO
M2 -MO0 | H2-HO
M3-MO | H3-HO

F,— F, = gAM =kAH

y=AM x=AH

Nota: il risultato della regressione lineare DEVE dare un termine
noto compatibile con zero. Altrimenti il modello usato per
descrivere il sistema non e corretto !




NOTA IMPORTANTE
- Fino ad ora e stato considerato un sistema ideale
- Nella realta la molla ha una massa ed una lunghezza ‘minima’

zza fini i Z i "
La lunghezza finita della molla puo’ avere una influenza sulla misura ?

- Certamente si !

- Bisogna accertarsi che tutte le spire della molla siano separate altrimenti

abbiamo teso solo una parte della molla e misureremo
una K differente

La massa non nulla della molla puo avere una influenza sulla misura ?

- Certamente si !
- La molla si allunga sul suo stesso peso
- La tecnica delle differenze relative elimina tuttavia quest’effetto

kX:ngera:g(M +Mmo|la) M :M +M

vera molla

kAXZg((Mvera—l)_(Mvera o)) g((l\/l +Mmo|la)_(M +Mmo|la)) g(M1+

M,)=gAM



Metodo Dinamico

Misuro la pulsazione della molla al variare della massa appesa

Massa Pulsazione
Mo w0
M1 wl
M2 w2

Anche in questo caso la massa della molla allontana dalla idealita il sistema

Anche in questo caso la massa che fa oscillare la molla e superiore a quella appesa perche
bisogna considerare anche la massa della molla.

La massa non entra linearmente nella formula della costante elastica e quindi non e possibile
eliminare banalmente la massa della molla con le differenze relative

K
m+m.,

intrinseca

S
]

K

: (61 CCO
III1 -m

intrinseca m0 + mintrinseca



Kk Kk k
(()2 = — 6012 — C()f = —
m+ mintrinseca ml + mintrinseca m0 + mintrinseca
1 — m-+ mintrinseca — 1 _ 1 — ml + mintrinseca _ m0 + mintrinseca — ml - mO
®* k 0)12 a)f k k K

E’ piu semplice fare una regressione lineare invece che estrarre il valore di k dalle singole

misure. Le osservabili misurate sonom,, ... e ®
Kk
mvera - COZ — mvera - mappesa+ mintrinseca
m LS m = y=m X 1
appesa ~ "intrinseca — Mappesa =
pp 602 pp 092

Dal coefficiente angolare si puo estrarre la costante k
Dal termine noto si puo estrarre la massa effettiva della molla

l'intercetta assume il significato della massa effettiva della molla (quella cioé che
contribuisce all’'oscillazione) dovuta alla massa non nulla della molla.

Il valore di m. NON coincide con la massa della molla

intrinseca

E’ una misura della non idealita della molla



Semplice stima teoricaim, . ...,

Data una molla di massa totale M e lunghezza totale L omogenea.
Dividiamola un segmentini di massa dm = M/L dx e lunghezza dx

1
'energia cinetica di ciascun segmentino sara: dE, = EVZ (x)dm
1, 1, M
LUenergia cinetica totale sara: E, = I_v (x)dm = I_V (X) — dx
0 2 0 2 L

La velocita dei diversi elementi di massa dm ovviamente dipendera dalla loro posizione. Assumiano
che la dipendenza della velocita della molla dalla coordinata sia lineare:

V(X)) =—

L L

L
E, :Ilv (x)—dx 1X2V2Md :E%VLZMJ‘Xde:E%VLZMELQ’
}2 YR TR 212" L3
1M,
E, =——V
k 2 3 L

Quindi, in questo modello, la molla contribuisce con il 30% della sua massa



NOTA:
Non mescolate o danneggiate le molle !
Le molle che vi verranno date dovranno essere usate anche la settimana successiva.

Se le mescolate, danneggiate, ...., dovrete rifare tutto e soprattutto dovrete farlo rifare
ai gruppi che vengono dopo di voi



Esperienza molle Il (Molla Smorzata)

Ricordatevi tutto quello detto per I'esperienza Molle 1
Ovviamente tutto quello detto prima e ancora valido

... e I'attrito ...

Chiamiamo /g la lunghezza della molla a riposo (cioé non sottoposta ad alcuna forza esterna), ¢ la sua lunghezza
attuale, cosicché Al = 1 — /(.

Scegliamo un asse x orientato verso il basso, cosicché maggiori allungamenti Af corrispondono a maggiori valori di x.
La forza totale agente sulla massa m appesa é:

F=Fa+ Fg+ Fae = —k({ — lo) + mg — (G + Glv|)v

Punto di equilibrio
Il punto di equilibrio € quello in cui il sistema fermo non subisce forze. Questa condizione, imponendo F = 0 con
v = 0, corrisponde ad una lunghezza (., tale che:

k(e — o) = mg

1 . . . - . . g . ll‘."tl g
Pertanto, d'ora in poi esprimiamo lo stato del sistema con lo spostamento dal suo punto di equilibrio: x = £ — ¢,

Dinamica _
. oy def dl dx . ,
Ovviamente la velocita e v — p = e L’equazione del moto diventa dunque:
dt :
d?x dx |\ dx
m—=F=—kx— |G+ G |—| | —
dt? ( SR P ) dt

(ogni effetto gravitazionale & riassorbito nella definizione del punto di equilibrio)



dx

dt

d?x
dt?

m

F=—kx — <C1 G

dx

dt

(ogni effetto gravitazionale & riassorbito nella definizione del punto di equilibrio)
L'equazione si puo risolvere analiticamente se C, =0

E’ possibile trovare una soluzione approssimata (sotto alcune ipotesi) se C; =0

A priori non si puo dire se C;, =0, se C, =0 o se siano entrambi diversi da zero, sara la
situazione sperimentale e/o I'analisi dei dati acquisiti a dirlo

1 caso sperimentale

SiaC,=0

-n
]
|
O?\_
>
|
O
<
O
I
jey



Moto Armonico Smorzato Classico (Cz:O)

Facciamo l'ipotesi di un sistema formato da una unica massa e una forza di richiamo che sia
proporzionale allo spostamento della massa rispetto alla posizione di equilibrio che si
muova in un mezzo viscoso con F ;... =C, v=B V.

In questo caso, oltre alla forza elastica devo considerare una forza di attrito viscoso
dx
F :—ko X—IB'V:—kO X—ﬁ'a

Applicando le leggi di Newton

dx
F=ma = ma=-k X—f—
dt
d“x k dx dx
_2:_ _0 X—E—Z—G)OZX—Z]/—
dt m m dt dt
K
woz =— 27/ — '8 E’ una equazione differenziale omogenea, cioe

m m senza termine noto
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Per risolvere I'equazione bisogna cercare una soluzione oscillante con frequenza ®
X(t) = Ae'”
— Ao’ = —w’ Ae' —i2ywhe'™
dividendo per Ae'*

—0’ =-0% -2yl = o° —2ywi—w*o =0




Moto sottosmorzato (I’attrito non € dominante)
. _ . 2 2
sia & >y = X(t)=AeTeV*!
X(t) = Ae ™" cos(\/ w; —y° t)

'equazione oraria presenta quindi:

e Un termine esponenziale decrescente con costante di tempo 1/y
e Un temine oscillate di ampiezza costante A nel tempo
e Un temine oscillate di frequenza costante ma differente da »,

Il moto e oscillante di frequenza costante

10A differente da ®_) con ampiezza che decresce
"0 o
1A esponenzialmente con una costante di tempo
1.
05! | A 1/
| /1\ 2 Y
. [\ { A3 A
‘ ' \ ? ’ﬁ —
0.0 \ ] " .ﬂ‘ -'»LV./"A . . . . . -\
D Lt Y W Dopo circa 5 costanti di tempo il sistema si &
sl VU sostanzialmente fermato, I'ampiezza cioé e e™
' volte piu piccola (circal50 volte piu piccola)
o 20 20 P 80 100

Tempo (s)



Quindi:

1) Uampiezza delle oscillazioni € smorzata esponenzialmente con costante di tempo pari a 1/y. Questo
a dispetto del fatto che la soluzione generale che abbiamo introdotto inizialmente avesse
un’ampiezza costante! Il processo di risoluzione dell’equazione contiene quanto necessario per
descrivere adeguatamente il moto, e infatti introduce una componente immaginaria della frequenza
che modula 'ampiezza delle oscillazioni.

2) Loscillazione avviene ad una frequenza diversa dal caso in cui l'attrito non sia  presente. Piu
precisamente, la frequenza & diminuita di una quantita determinata direttamente dall’attrito ®? =
®,2—y?. Questo fenomeno si puo interpretare come il fatto che I'attrito rallenta il moto del sistema.

3) Le frequenze del moto che risolvono l'equazione algebrica sono due ma la frequenza di oscillazione
del sistema & una sola a meno del segno.

4) In un sistema fisico reale il moto descritto dalla legge oraria ha senso solo su un intervallo
(inferiormente) limitato di tempi, cioe per t > 0.

5) Il coefficiente di attrito y €& inversamente proporzionale alla massa, a masse maggiori
corrisponderanno coefficienti di attrito y minori. Losservabile = 2m 7 € invece una costante del
sistema, che dipende solo dal mezzo viscoso.



Moto sovrasmorzato (attrito dominante)

] [ 22
sia w? <y® = X(t)=Ae eV !
(—7iﬁ—aﬁ+72)

t —t/t
X(t) = Ae = Ae

'equazione oraria presenta quindi:

e Un termine esponenziale decrescente con costante di tempo pari a

1
—y 4\ -k +y

T =

Moto Sovrasmorzato (t = 15 ;. . .
12 ( ) Il moto dell’oscillatore e quindi un

4 moto esponenziale decrescente
0.8 tempo 7.

0.6 \ Dopo circa un tempo paria 5

0.4 \\ costanti di tempo il sistema e

02 o sostanzialmente fermato,
I'ampiezza cioe € e~ volte piu
piccola (circal50 volte)
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Riassumendo:

Data una massa (che ipotizziamo puntiforme) appesa ad una molla (che ipotizziamo ideale
e di massa trascurabile) con un estremo fissato ad un punto (che ipotizziamo inamovibile) e
una forza di attrito (che ipotizziamo dipenda linearmente dalla velocita)

La forza esercitata sulla massa é: dx
dt

Dove k € una costante propria della molla e y e legato al coefficiente di attrito

In situazione di basso attrito (moto sottosmorzato) il moto della massa & armonico con
frequenza (0,2 - y>)/? e di ampiezza decrescente. Nel caso particolare in cui si faccia partire
la massa da ferma con uno spostamento A, rispetto alla posizione di quiete, I'equazione
oraria diventa:

X(t)=Ae™ -cos(\/ . —y°t) W, =.|— 2y =



2 caso sperimentale

SiaC,; =0
Ipotesi necessarie:

1) La soluzione ha una forma oscillante x = A(t) cos(ot + ¢)
2) A(t) varia nel tempo molto piu lentamente di cos(wt + ¢)
3) C,<<m/A (leffetto dell’attrito & molto piu piccolo del moto oscillatorio)

A def 4w
Alt) = — 2 — ( o 220
1+ A;y:.nq 3m "k
C T T
Andamento dell’'equazione oraria ks S
nei due casi qui discussi ﬁ n e e .
0.5[- ﬂ e
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Legge oraria del sistema massa—molla (Fa.r = —Cs|v|v)

Partiamo dall’equazione del moto:

Non esiste una soluzione analitical Dobbiamo arrangiarci con delle semplificazioni “ragionevoli”.

Sappiamo dall’esperienza che il moto ¢ oscillatorio smorzato x(t) = A(t) cos(wot + @), con A(t) da determinare.
assumiamo che A(t) varii molto piu lentamente di cos(wot + ¢)

d d?
= d—: ~ —A(t)wosin(wot + @) d—; o~ —A(kr)ugg cos(wot + ) k
Usiamo I'energia meccanica: £ = Uy(x) + £ = Exz + gvz = all'estremo dell’oscillazione £ = 5/—’&2

La potenza dissipata per attrito e LT
: lef
Wattr = Faeerv = — Go|v [’ T [ dt |sin(wot)|® = _/ d¢[sing*  (£= wot)
JO

La potenza dissipata mediamente in un periodo é:
= —/ dé sin® €
Wa) = ~Co(MP) = ~Come [ st (o)
ottr e Vv = — — tlvit /2
tt 2 2 T 0 = %/‘ d(COS&)(l —Coszé_;—}
c(wA? [T 2 &
~G o : | sin(wpt)] — ;/‘ dp(1—n?) (1% cosé)
‘ T Jo
s .
— T G(wA)? T
3 2( 0 ) :-r(l 3) 3w

12




Legge oraria del sistema massa—molla (F,;y = —Cs|v|v)

dE
DobbmmonsolvereEz(Wam>: ——

dA 4 i = Faw=-Cylvlv
kA— = — woA)? -
dt 37 (<0A) 0.5 _—ﬂ n

S (TTErTETTYYIYYY
b Ve, TGk

— Fa=CyV

11 4 0501 | | .
= T = G| t=at i .
Alt) Ao { 2& : jU .
A= _
AO (](\f 4 :.J.o"g \ 1 1 1 I 1 1 1 | 1 1 1 I 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1
Alt) = ——— T Co— 0 20 40 60 80 100 120
~ (t) 1+ Apart ( : 31 2 k y
CQWD 2 k
Limiti di validita abbiamo supposto che |—| < wpA = ———A" < wyA = soddisfatta se (;, < —
34’ k AWO
~ kA e |Fae| = G|V? =~ C2A2 < kA
k
= su un solo ciclo |F,;,| < |F,|, I'oscillazione & dominata dalla forza elastica = wg = {/ —
m

= la condizione di validita di tutte le approssimazioni ¢ (; << 2

m m
Che cosa vuol dire in pratica < 7 Va bene (3 =~ O.lz ? Bisogna andare a (; ~ 0.0lz ?



Esperienza Molle Il

SCOPO: Scegliete 1 Molla, verificate che tipo di moto avete e fate la misura del coefficiente
di attrito (C; e/o C,).

Il sensore permette di acquisire con una accuratezzadil mme
una frequenza di campionamento da 10 a 100 Hz

(a voi la scelta) la posizione di una massa posta

sulla verticale ( h > 15 cm) del sensore

Caratteristiche tecniche del sensore |

Gamma del sensore: Da 0,15 a 8 metri (accuratezza +0,001 m) O 5 mm
Vs

Distanza minima: 15 cm; letture false se distanza minore

Impostazioni del commutatore di

gamma:
Impostazione del
carrello [[H— - Per il carrello o attivita a gamma breve
Impostazione della
persona .: Per persone o attivita a gamma lunga
LED indicatore del bersaglio Nessun bersaglio rilevato. Riallineare il bers
dsativat: cppove iz e
migliorare il rilevamento.
Riflessioni superficiali: Inclinare il sensore fino a 5-10 gradi per evi

riflessioni dalla superficie di un tavolo o
dall'alloggiamento del sensore.



Misura del coefficiente di attrito

Misuro I'ampiezza dei massimi di oscillazione in funzione del tempo (espresso in multipli di T). Infatti
per entrambi i casi (C, = 0 oppure C, = 0):

C,=0 x(t) = Ae " cos(wyt + @) ( W & V wi — 2 )

Ao def 4 g
C,=0 X(‘T) = A(t) cos(wpt + @), Alt) = T ( a = -G )

Poiché I'equazione oraria x(t) & valida per qualsiasi valore di t selezionando i tempi per cui il coseno e
massimo (o minimo) si avra cos(xx) = 1 oppure -1

i F‘.AO Ampiezza Tempo
-l A A Ao 0
5F i A A
‘ M 2 Ay Al T
0.0 '. [ § [ 9 ; % 4 i s : e
< A2 2T
05F |
An nT
e 20 20 P 80 100



Misura del coefficiente di attrito
E’ stato selezionato il massimo/minimo dell’oscillazione

- Ao def 4 _wg )
C,=0 x(t) = A(t) A(t) l—Ai‘“q ( a= -G J

Bisogna verificare se 'andamento sperimentale delle ampiezze di oscillazione segue 'andamento
predetto per C,=0 o perC, =0

X(t) = Ae" -cos(y )} — y°t) X(t) = A(t) - cos(w(t +¢)
x(T)=Ae" X(M)=A(T) = o gaT = x(lT) = Alb +al
x(nT)=Ae""
X(T) _Ae” _e” _ oo = Xm x=T
x(nT) Ae™ e
y=aX+—
X(T e
Iog( X(EIT) )j = log(e" 7 )= (n-yT
Verifico, con un test del 2 se i dati
x(T) . . )
y =log X(nT) Xx=(n-1) sperimentali seguono I'andamento

predetto da C,=0, C,=0 o da nessuno dei due
y =yTX casi




ESEMPIO

1.0 L v 1 . I ’ I v I v ' ¥ |

log XM || e

x(nT)

T
n.

0,5

0
.'.
'.
0,0 1 4 ] 3§ 1 5 | 2 1 4 | X |
1 2 3 4 5 6 7

n-—1

Notate che la misura delle ampiezze (che ha I'errore maggiore) e stata posta sull’asse delle
ordinate



Moto Armonico Forzato e Smorzato (Ipotesi = C;: 0)

Facciamo l'ipotesi di un sistema formato da una massa (che ipotizziamo puntiforme) appesa
ad una molla (che ipotizziamo ideale e di massa trascurabile) che ha 'altro estremo fissato
ad un punto (che ipotizziamo inamovibile), una forza di attrito (che ipotizziamo viscoso con
C,=0) come l'aria e sottoposta ad una forzante ‘armonica’.

Supponiamo di essere in regime sottosmorzato

In questo caso, oltre alla forza elastica devo considerare una forzante di frequenza pari a oy

dX('[) F E glort
dt
dX(t) it

d° x(t)
—w*X(t) =2 —+—e
dt? D X(t) =27 d m

F=ma=-k, x(t)- /-

Ci troviamo davanti ad una equazione differenziale in x(t) non omogenea, cioé con un
termine noto.
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La soluzione di una equazione differenziale non omogenea e data dalla combinazione
lineare della soluzione dell’equazione differenziale omogenea con una soluzione
particolare dell’equazione differenziale non omogenea.

Soluzione delllomogenea associata:
e quella del moto armonico smorzato che abbiamo visto precedentemente

X (t) = Ag™ -os(y/e? — yt)

Soluzione particolare:
Si cerca analogamente al caso precedente:

X, (t) = Ae "

Cerco cioe se un moto oscillatorio con frequenza uguale a quella della forzante puo essere
una soluzione del sistema.

Morale: soluzione = a x, (t) +b x, (t)



Vediamo la forma che deve avere la soluzione particolare x,(t), la sostituisco
nell’lequazione differenziale

~ A0 =l A" —i2/Awe” " +%e'“"

e_i“’ft(Aoa)? —a, A, —i2YA o, + %j =0

Ao(a)? — 2y, —a)(fi)+5 =0

m
L'oscillazione di frequenza o; &
Ao _ Fo /'m _ Fo /m soluzione se e solo se la sua ampiezza
a 2 i 2 (.2 2 : i
—w; + |27,a)f + (a)o Syor )+ 2|7/a)f ha questo andamento dipendente o

ma non dal tempo




La soluzione particolare assume quindi la forma:

Fo / m ot
2 - €
0y )+ 21y,

X, (t) — (a)z —

E’ una funzione oscillante con pulsazione ® ampiezza A () e fase ¢

Per un numero complesso

a+ib|=/(a+ibfa—ib)=+/a?+b?

quindi
OO . AL o) —f -2y _|_F, | (&l -of)+(20)
2 @y~ + 2| (o] o} f + (27w, f| M ((wf -2 ) +(2yo, )2)2
F/m b 20,
t) = 2 t —— =—
‘Xz( )‘ \/(a)g _a)$ )2 . 47/20)? an @ N a)oz _a)f
X, (t) = K /m cos(w,t+ )

\/(a)o2 — a)f )2 + 47/2a)f



X, (t) = F /m Cos(a)ft + go)

\/(a)f —? )2 +4y°w?

A(wy)
Centroide = y= oy

0.12
— 01
S ﬁ FWHM oc y
3 0.08
— 0.06
S 0.04 Piu aumenta l'attrito piu la larghezza a meta
< altezza aumenta, piu la curva diventa piatta.

0.02

0 T T T 17T 17T 17T LI LI T T T 17T 17T 17 1777 LI T

0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
o (a.u.)

—e— Gaussiana —e— Risonanza

Il quadrato dell’'ampiezza di oscillazione |A(w)|? (proporzionale all’energia) produce
una curva chiamata lorenziana -



‘A(t)‘z _ ( (FO/m)

2 2 \2 2 2
@, —a)f) + 4y  w;

Centroide = ;= oy

Dev. St. infinita



2y,
2 2
@, — Wq
Nal

cos(w, t 4 )

L'oscillazione della massa risulta
sfasata di un angolo ¢ (che dipende
da o;,m,,y) rispetto all’'oscillazione
della forzante.

Alla frequenza di risonanza lo
sfasamento & pari a /2

[




F,/m
\/(a)f — a)f )+ 4720)f
Alo)

Pol@)
12 f

i 3 ———

10 |I I|I 251 -_N‘-
i |

X, (t) —

cos(w, t + )

[=n)
[ =]
T

7

@/ @y @/ wy
In condizioni di risonanza:

e La forzante trasferisce la massima accelerazione alla massa sempre quando la massa  possiede la
massima velocita (sono sfasate di t/2).

e || verso dell’accelerazione & quello che tende ad accelerare ulteriormente la massa, che
qguindi acquista energia a spese della forzante.
e Ad ogni ciclo viene trasferita un po’ di energia dalla forzante alla massa.

e 'unica sottrazione di energia al moto della massa e dovuta dall’attrito.

e Senza attrito I'ampiezza di oscillazione A(®w) andrebbe all’infinito per o=,



La soluzione dell’equazione oraria del moto Forzato-Smorzato € quindi data dalla
combinazione lineare della soluzione dellomogenea associata (il moto smorzato) con una

soluzione particolare dell’'equazione differenziale.

soluzione =ax, (t) + b X, (t)

x(t)=Ae™" -cos(\/ w’ —y°t)

F./m
\/(a)f — a)f )2 + 47/2a)f

X, (t) = cos(coft + gp)

Notate:

* che le frequenze di oscillazione di x1(t) e x,(t) sono differenti,

* che x,(t) ha una ampiezza che decresce nel tempo mentre x,(t) ha una ampiezza
costante nel tempo



Riassumendo:

Dato una massa (che ipotizziamo puntiforme) appesa ad una molla (che ipotizziamo ideale
e di massa trascurabile) che ha l'altro estremo fissato ad un punto (che ipotizziamo
inamovibile), una forza di attrito (che ipotizziamo viscoso) come l'aria e sottoposta ad una
forzante ‘armonica’

ax +F, g
dt

La soluzione € data dalla combinazione lineare della soluzione dell’equazione differenziale
omogenea con una soluzione particolare dell’equazione differenziale non omogenea.

La forza esercitata é: F=ma= _|(O X— 3

Il moto puo quindi essere descritto dalla sovrapposizione di un moto oscillante smorzato (la
cui ampiezza dipenda dall’'ampiezza di oscillazione iniziale) e da un moto oscillatorio con
ampiezza costante nel tempo ma dipendente dalle y,0,,;

F./m

\/(a)f — a)f )2 + 47/20)f

X(t)=aAe™" - cos(\/a)f —7°)+b cos(a)ft + gp)




F./m

\/(a)f — a)? )2 + 47/2a)f

X(t) =aAe™” -cos(\/co§ —7°)+b cos(a)ft +(p)

Dato un sistema armonico forzato-smorzato in oscillazione
Sperimentalmente osservero che:

A tempi brevi (t = 1/y) il moto sara complesso, di ampiezza variabile con il tempo e
senza una particolare regolarita (entrambi i termini della soluzione contribuiscono al moto)

A tempi medi (t > 1/y) il moto avra una frequenza ragionevolmente ‘costante’ nel tempo e
I'ampiezza tendera a stabilizzarsi (il primo termine si € gia sensibilmente attenuato e quindi
inizia a dominare il secondo termine)

A tempi lunghi (t >> 1/y) il moto sara oscillatorio avra una frequenza costante pari a quella
della forzante. 'ampiezza sara fissa. (il primo termine € nullo, conta solo il secondo termine)

NOTA: poiché avete gia misurato y sapete a priori il tempo che e necessario attendere per
osservare i tre casi precedenti




Esperienza molle 11l (Molla Smorzata Forzata)

Ricordatevi tutto quello detto per I'esperienza Molle 1 e 2
Ovviamente tutto quello detto prima e ancora valido

Prendete la stessa molla usata nella misura di .
Costruite attraverso le misure dell’lampiezza di oscillazione la curva di risonanza, Misurate cioe 'ampiezza

di oscillazione della massa appesa alla molla al variare della frequenza della forzante o, (che voi fornite
dall’esterno)

e Verificare che il massimo sia a o, (il valore lo sapete dalle precedenti misure)
e Verificare che la FWHM dipende da y (il valore lo sapete dalle precedenti misure)
e Verificare che la curva di risonanza sia una Lorentziana (test y?)



Banana plug
connector

Drive arm

> NOTE. Nota:

The fuseholder must be

screwed 1n all the way for
the driver to operate.

Controllate la sicura dell’attuatore

Connect amplified signal
from waveform generator

Oscilloscopio Generatore di segnali



Obiettivo dell’esperienza

Misura della curva di risonanza, misura cioe dell’lampiezza di oscillazione della massa
appesa alla molla al variare della frequenza della forzante oy (che fornite esternamente)

e Verifica che il massimo sia a o,
e \erifica che la FWHM dipende da y
¢ Verifica che la curva di risonanza sia una Lorentziana

Prima di partire con questa misura dovete conoscere:

- la costante K delle molle (con metodo statico e dinamico)
- i coefficienti di attrito y e B (il coefficiente C,)

Prima di iniziare I'esperienza dovete cercare le situazioni sperimentali ideali

Che molla e massa usare ?
Devo cercare la combinazione molla-massa appesa tale da avere la frequenza di
risonanza ad un valore superiore ad 1 Hz (limite strumentale alla misura).




Che molla scelgo:
1. Conosco la costante elastica della molla
2. Conosco il contributo che ciascuna molla da alla massa appesa

3. Sonoin grado di stimare a priori la frequenza di risonanza e la FWHM della curva

a,

o k |:i:|_ N 1/2_ kgm ii 1/2
o ’ mappesa+ mintrinseca SEC m- kg SECZ m kg

FWHM =243

Il generatore d’onde € in grado di fornire un‘onda (meglio se con frequenza superiore ad 1.0
Hz e a passi di 0.1 Hz).

w, > 270 >2-3.14-1> 6.28 w° = K > 6.28° = 40
° m +Mm

appesa intrinseca

appesa mtrinseca)

k>40-(m +m,

La larghezza della lorenziana FWHM= 2\/§y deve essere maggiore della variazione della
frequenza che viene data all' attuatore



Grafico:

Ordinate: Modulo quadro dell'ampiezza di oscillazione
Ascisse: Frequenza dell’attuatore



Come verifico che la curva di risonanza sia una Lorenziana ?

1. Conosco la costante elastica della molla K

2. Conosco il contributo che ciascuna molla da alla massa appesa m_ 4

3. Sono in grado di stimare a priori la frequenza di risonanza (a partire da K, m, m_« e y)

4. Sono in grado di stimare a priori (a partire da m, m e y) la larghezza a meta altezza
dela curva

5. Costruisco la lorenziana ‘attesa’

6. La normalizzo ai dai sperimentali

N = costante di normalizzazione
L = Lorentziana D =curva misurata

Z?zk L(v;)=N 'Z?zk D(v;)

Faccio un test del y? per verificare I'ipotesi di curva Lorenziana
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